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ABSTRAK

KARAKTERISTIK ALJABAR LIE DENGAN ALJABAR BCL (Binary and

Constant’s Liu)

Himpunan merupakan kumpulan objek yang terdefinisi dengan jelas.
Ruang vektor adalah himpunan tak kosong V' atas lapangan [ yang dilengkapi
dengan suatu operasi o yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu dari ruang
vektor. Suatu himpunan tak kosong X dengan konstanta 0 yang dilengkapi dengan
operasi biner * disebut sebagai aljabar BCL (Binary and Constant’s Liu), apabila
memenuhi aksioma-aksioma tertentu dari aljabar BCL. Ruang vektor V' atas
lapangan F' yang dilengkapi dengan pemetaan bilinier dan memenuhi
aksioma-aksioma tertentu dari aljabar Lie, maka disebut sebagai aljabar Lie.
Beberapa sifat yang ada pada aljabar BCL ternyata dapat membentuk aljabar Lie,
begitupun sebaliknya. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menjelaskan
karakteristik dari aljabar BCL dan aljabar lie berdasarkan pada sifat yang ada pada
masing-masing aljabar, menganalisis hubungan antara aljabar Lie dengan aljabar
BCL, menjelaskan definisi dari aljabar pseudo BCL serta menganalisis hubungan
antara aljabar pseudo BCL dengan aljabar Lie. Berdasarkan analisa yang telah
dilakukan, didapatkan sifat-sifat dari aljabar Lie, aljabar BCL dan aljabar pseudo
BCL. Sifat-sifat dari aljabar Lie dapat membentuk aljabar BCL dengan syarat
rxy =[x,y — [y,z], (x xy) x z = [[z,y], 2] dan 0 x x = 0 = [x, ] untuk setiap
x,vy,z elemen dari aljabar Lie dan jika aljabar Lie abelian, maka dapat pula
membentuk aljabar BCL dengan z = y = z. Selain itu, sifat-sifat dari aljabar
pseudo BCL dapat membentuk aljabar Lie dengan syarat [z, y] = (z * y) — (y * )
untuk setiap z, y elemen dari aljabar Lie. Jika x = y maka aljabar pseudo tersebut
akan membentuk aljabar Lie abelian.

Kata kunci: Aljabar Lie, Aljabar BCL, Aljabar Adjoin BCL dan Aljabar Pseudo
BCL
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ABSTRACT

CHARACTERISTIC OF LIE ALGEBRA WITH BCL (Binary and

Constant’s Liu) ALGEBRA

A set is a clearly defined as the collection of objects. The vector space is a
non-empty set V' of field F* which is equipped with an operation o that fulfills the
certain axioms of vector space. A non-empty set X with constant O and equipped
with a binary operation is called as BCL algebra, if it fulfills certain axioms from
BCL algebra. Besides, a vector space V' over the field £’ which is equipped with
bilinier mapping and fulfills certain axioms from Lie algebra, is called Lie algebra.
Some properties that exist in BCL algebra apparently can form a Lie algebra, and
vice versa. This study aims to explain the characteristics of BCL algebra and Lie
algebra based on the nature of each algebra, analyze the relationship between Lie
algebra and BCL algebra, explain the definition of pseudo BCL algebra and
analyze yhe relationship between pseudo BCL algebra and Lie algebra. Based on
the analysis that has been done, the researcher obtained the characteristics of Lie
algebra, BCL algebra and pseudo BCL algebra. The characteristics of Lie algebra
can form BCL algebra with the condition z *x y = |[z,y] — [y,z],
(xxy)*z=[[z,y],2] and 0 x x = 0 = [z, z] for all z, y, z in Lie algebra and if Lie
algebra is abelian, then it can construct BCL algebra with x = y = 2. Beside that,
the characteristics of pseudo BCL algebra can form Lie algebra with the condition
[z,y] = (x xy) — (y * z) for all ,y in Lie algebra. If x = y, so pseudo BCL
algebra can construct abelian Lie algebra.

Keywords: Lie Algebra, BCL Algebra, Adjoint BCL Algebra and Pseudo BCL
Algebra.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika adalah ilmu pengetahuan yang didapatkan oleh setiap manusia
sebelum mendapatkan pendidikan formal. = Matematika tidak terlepas dari
kehidupan sehari-hari. Banyak peristiwa yang dialami dalam kehidupan ini yang
membutuhkan penyelesaian matematika. Dengan memanfaatkan ilmu matematika
dalam kehidupan sehari-hari, maka semua masalah yang ada dapat dipecahkan dan

diselesaikan (Annisa | [2014).

Pada hakikatnya, matematika merupakan suatu bahasa yang menggunakan
simbol dan aturan-aturan yang telah disepakati. Salah satu cabang keilmuan yang
ada di dalam ilmu matematika yang membahas mengenai pembuktian, simbol dan
teori-teori adalah aljabar.  Aljabar merupakan salah satu cabang keilmuan
matematika yang akhir-akhir ini sering diperbincangkan dan dikaji oleh banyak
orang. Dalam cabang keilmuan aljabar juga terdapat beberapa subkeilmuan lain,

salah satunya adalah aljabar abstrak (Fanny | 2018]).

Aljabar abstrak atau yang biasa disebut sebagai struktur aljabar adalah
salah satu cabang keilmuan yang membahas mengenai himpunan, grup, ring, field
dan modul serta struktur aljabar yang lebih kompleks seperti ruang vektor, modul
dan aljabar. Himpunan merupakan kumpulan objek yang terdefinisi dengan jelas.
Objek-objek tersebut disebut sebagi anggota dari himpunan (Bhattacharya dkk. |

1995).

Selain himpunan, terdapat subkeilmuan aljabar yang lain yaitu ruang vektor



dan aljabar. Ruang vektor adalah himpunan tidak kosong V atas lapangan F
dengan dua operasi biner yaitu + dan o dimana (V| +) grup abelian dan terdapat
pemetaan o : F' x V' — V yang memenuhi aksioma-aksioma dari ruang vektor
(Lestari | 2012). Suatu ruang vektor yang dilengkapi dengan pemetaan bilinier
yang memenuhi beberapa aksioma disebut sebagai aljabar. Apabila aljabar tersebut
memenuhi dua aksioma yaitu skew-simetri dan identitas Jacobi, maka aljabar
tersebut merupakan aljabar Lie (Erdmann dan Wildon |, 2006). Aljabar lie
diperkenalkan oleh matematikawan asal Norwegia yang bernama Sophus Lie pada

akhir abad ke-19 (Wika |, [2016)).

Selain aljabar Lie, terdapat pula aljabar-aljabar yang lain yaitu aljabar BCI
dan aljabar BCK. Suatu himpunan tidak kosong X dengan konstanta 0 dan operasi
biner * disebut sebagai aljabar BCI apabila memenuhi beberapa aksioma dari
aljabar BCI (Liu , 2011). Aljabar BCI diperkenalkan oleh Kiyoshi Iseki dan
Shotaro Tanaka pada tahun 1966. Aljabar BCI merupakan salah satu kelas dari
aljabar logis. Nama aljabar BCI berasal dari kombinator B,C,K dan I dalam logika

kombinasi.

Selain itu ada juga aljabar BCK. Sama halnya dengan aljabar BCI, aljabar
BCK juga diperkenalkan oleh Kiyoshi Iseki dan Shotaro Tanaka pada tahun 1966.
Aljabar BCK adalah suatu himpunan tidak kosong X dengan konstanta 0 dan
operasi biner * yang memenuhi beberapa aksioma dari aljabar BCK (Huang |,

2003).

Aljabar BCI dan BCK merupakan aljabar dasar yang dijadikan bahan
kajian oleh para matematikawan untuk menciptakan suatu aljabar baru. Salah satu
aljabar yang berhasil ditemukan adalah aljabar BCL. Aljabar BCL diperkenalkan

oleh Yonghong Liu pada tahun 2011. Yonghong Liu menemukan aljabar BCL



berdasarkan kajiannya mengenai sifat-sifat dari aljabar BCI, BCK dan BCH (Liu |
2011). Dalam aljabar BCL terdapat suatu sifat yang memiliki keunikan tersendiri,
yaitu aljabar pseudo BCL. aljabar pseudo BCL merupakan salah satu sifat yang

ada pada aljabar BCL yang dapat dikaji dengan aljabar Lie.

Aljabar Lie dan aljabar BCL merupakan aljabar yang termotivasi dari suatu
grup. Terdapat beberapa sifat dari aljabar Lie yang ternyata dapat membentuk
suatu aljabar BCL. Begitupun dengan sebaliknya, beberapa sifat yang ada pada
aljabar BCL ternyata juga dapat membentuk suatu aljabar lie dengan beberapa

kondisi tertentu yang harus dipenuhi (Liu | 2011).

Berdasarkan permasalahan dari aljabar Lie dan aljabar BCL yang sudah
dipaparkan diatas, timbul suatu pertanyaan yaitu bagaimana sifat-sifat yang ada
pada aljabar Lie dengan aljabar BCL sehingga dengan menggunakan sifat tersebut
mendapatkan suatu relasi antara aljabar Lie dengan aljabar BCL. Pada penelitian
ini, akan dikaji mengenai konsep dari aljabar Lie dan aljabar BCL, sifat yang ada
pada keduanya serta hubungan antara aljabar Lie dan aljabar BCL. Berdasarkan

latar belakang tersebut, peneliti tertarik untuk mengambil suatu judul yaitu

Karakteristik Aljabar Lie dengan Aljabar BCL (Binary and Constant’s Liu “.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan pemaparan latar belakang masalah diatas, rumusan masalah

yang akan dikaji yaitu:

1. Bagaimana karakteristik yang ada pada aljabar Lie dengan aljabar BCL ?.

2. Bagaimana karakteristik yang ada pada aljabar Lie dengan aljabar pseudo BCL

2.



1.3. Tujuan Penelitian

Tujuan peneliti melakukan penelitian ini adalah:

1. Untuk menunjukkan keterhubungan antara aljabar Lie dengan aljabar BCL.

2. Untuk menunjukkan keterhubungan antara aljabar Lie dengan aljabar pseudo

BCL.

1.4. Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Bagi penulis
a. Menambah pengetahuan dan keilmuan mengenai konsep-konsep dari
karakteristik aljabar Lie dengan aljabar BCL.
b. Melengkapi struktur keilmuan dalam aljabar, khususnya yang berkaitan
dengan karakteristik aljabar Lie dengan aljabar BCL.
2. Bagi Universitas
a. Sebagai bahan masukkan atau referensi dalam meningkatkan standar mutu
pendidikan yang diberikan.

b. Sebagai bahan masukkan atau referensi bagi mahasiswa lain untuk

melakukan penelitian yang akan datang.

c. Sebagai bahan masukkan atau referensi bagi pihak universitas untuk
melakukan penilaian terhadap tingkat pemahaman materi yang telah

diterima oleh para mahasiswa.



3. Bagi Peneliti

Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat menjadi bahan masukkan atau

referensi untuk melanjutkan atau mengkaji ulang penelitian ini.

1.5. Sistematika Penulisan

Pada Penelitian ini akan dibagi mejadi tiga bagian, yaitu bagian awal, bagian
isi, dan bagian akhir, yang masing -masing diuraikan sebagai berikut.

BAB I : PENDAHULUAN

Bab ini berisi tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB II : TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisi tentang penjelasan teori tentang definisi dan contoh dari
himpunan, grup, ruang vektor, komutator, aljabar lie dan sifat-sifat aljabar Lie serta
aljabar BCL dan sifat-sifat aljabar BCL.

BAB III : HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi tentang penjelasan hasil dan pembahasan mengenai sifat-sifat
dari aljabar Lie dengan aljabar BCL dan sifat-sifat dari aljabar pseudo BCL dengan
aljabar Lie.

BAB IV : PENUTUP

Bab ini berisi tentang simpulan dan saran dari hasil penelitian yang telah

diperoleh.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada Bab ini akan dijelaskan mengenai definisi dan contoh dari himpunan,
grup, ruang vektor, komutator, aljabar lie dan sifat-sifat aljabar lie serta aljabar BCL

dan sifat-sifat aljabar BCL.

2.1. Himpunan

Himpunan merupakan istilah yang sering kali didengar saat kita belajar
aljabar, terutama aljabar abstrak. Hal ini dikarenakan himpunan merupakan bagian

dasar dari struktur aljabar yang lain. Definisi dari himpunan adalah sebagai berikut

Definisi 2.1.1 (Bhattacharya dkk. | 1995) Himpunan merupakan kumpulan objek
yang terdefinisi dengan jelas dan mempunyai karakteristik yang sama. Sekumpulan

objek tersebut disebut sebagai anggota dari himpunan.

Objek yang ada dalam suatu himpunan dapat berupa benda konkrit atau
nyata seperti buku, laptop, dan lain-lain, atau dapat berupa benda abstrak seperti
bilangan, fungsi, dan sejenisnya.

Misalkan X merupakan suatu himpunan. Jika x suatu objek yang ada pada
X, maka z dikatakan anggota dari X dan ditulis z € X. Jika himpunan X tidak
memiliki anggota satupun, maka X disebut himpunan kosong dan dinotasikan

dengan X = ().

Contoh 2.1.2 Misalkan X adalah himpunan bilangan ganjil yang kurang dari 10,
maka dapat ditulis:
X ={1,3,5,79}

atau dapat ditulis sebagai:



X ={z|z <10, z € ganjil}

2.2. Grup

Salah satu sistem aljabar paling sederhana adalah grup. Grup didefinisikan
sebagai himpunan tak kosong dengan operasi biner yang memenuhi beberapa
aksioma dari grup, diantaranya adalah tertutup, asosiatif, mempunyai identitas dan

memiliki invers.

Definisi 2.2.1 (Raishinghania & Anggarwal |, 1980) Grup adalah suatu himpunan
tidak kosong G yang tertutup terhadap operasi biner %, dinotasikan (G, x) yang

memenuhi 3 aksioma berikut:

i. Asosiatif, yaitu untuk semua x, y, z € G berlaku (xxy)xz = x*(y*z)

ii. Keberadaan elemen identitas, yaitu terdapat e € G untuk setiap x € G sebagai

elemen identitas sedemikian sehingga berlaku x x e = e x x = x

iii. Keberadaan elemen invers, yaitu untuk setiap x € G terdapat x=* € G sebagai

elemen invers sedemikian sehingga berlakux x v =x 'xx=e

Contoh 2.2.2 Diberikan matriks M dengan definisi sebagai berikut:

M = la€eZ

Terhadap operasi penjumlahan (), +) merupakan grup sebab memenuhi:

1. Sifat Tertutup

aq 0 (45} 0
Ambil sebarang My, M € M dengan M; = dan M, = ;

0 0 0 0



ay, as € 7, maka:

aq 0 as 0 ai + as
My + My = + =
0 0 0 0 0
2. Sifat Asosiatif
aq
Ambil sebarang My, My, M3 & M dengan M; =
0
as 0
dan M3 = say,as,as € Z, maka:
0 0
aq 0 a9 0
(My + My) + M3 = +
0 0 0 0
ai + as 0 as 0
= +
0 0 0 0
a1+ as + as 0
0 0
aq 0 a9 + as 0
= i
0 0 0 0
aq 0 (05} 0
= + +
0 0 0 0




3. Keberadaan Elemen Identitas

00
Terdapat e = sebagai elemen identitas di M sedemikian hingga untuk

00
sebarang M, € M berlaku:

M, +e= M
a; O 0 0 a; O
+ —
0 0 0 0 0 0
4. Keberadaan Elemen Invers
aq 0 —a 0
Ambil sebarang M; = € M, terdapat M; ' = sebagai

0 0 0O O

elemen invers di M sedemikian hingga berlaku M, + M; ' = M; ' + M, = ¢

M+ M1 =e

a; 0 —a; 0 00
+ —

0 0 0 0 0 0

Definisi 2.2.3 (Raishinghania & Anggarwal |, |1980) Suatu grup G yang dilengkapi
operasi biner (G, %) dikatakan grup abelian apabila untuk semua x,y € G berlaku x

*y=YyxX

Contoh 2.2.4 Berdasarkan pada Contoh [2.2.2] matriks )M/ berukuran 2x2 adalah

grup. Selain itu, matriks M berukuran 22 juga merupakan grup abelian sebab:
aq 0

Untuk setiap My, My S M dengan M; = dan M, =
0 0

(05} 0
a1, ay € 7, berlaku My + My = My + My, yaitu

0 O
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aq 0 Qo 0
M1+M2: +
0 0 0 0
ay + as 0
0 0
CL2—|—6L1 0
0 0
a9 0 aq 0
= +
0 0 0 O
= My + M,

Contoh 2.2.5 Diberikan suatu himpunan R? yang didefinisikan sebagai berikut:

R? = ) &
= yeR

Y

Terhadap operasi penjumlahan (R?, +) merupakan grup abelian sebab memenuhi:

1. Sifat Tertutup

Ambil sebarang v; = dan vy = € R?; x1, %9, y1, 92 € R. maka:
hn Y2
1 o 1+ T2 9
V] + vy = + = e R
Y1 Y2 Y1+ Y2
2. Sifat Asosiatif
. T X2 x3
Ambil sebarang v, = Uy = dan v3 = e R?;

n Y2 Ys
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xr1, Ta, T3, Y1, Y2, Y3 € R, maka berlaku:

T1 i) T3
(Ul + UQ) +v3 = + +
hn Yo Ys
T+ o T3
= +
Y1+ Yo Ys
X1+ Tg + X3
Y1+ Y2 +ys3
I Ty + X3
= +
Y1 Yo + Y3
T T2 X3
= + +
n Y2 Ys

=D + (UQ +U3)

. Keberadaan Elemen Identitas
0

Terdapat € R? sebagai elemen identitas di R? sedemikian hingga untuk
0
Iy
sebarang vektor v; = € R? berlaku:
Y1

T 0 T
+ =
Y1 0 Y1
. Keberadaan Elemen Invers
T T
Ambil sebarang sebarang vektor v; = € R? yaitu , terdapat suatu

Y1 Y1
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T de -
elemen invers di R” yaitu v; ' = sedemikian hingga berlaku v +v; ' =

—U
-1 -
v, tuvr=e

vl—i-vl_l:e

T —X1 0
+ =
Y1 = 0
5. Sifat Komutatif
. 4a o)
Ambil sebarang v; = dan vy, = € R% 21,29, y1,72 € R, maka
n Y2
berlaku:
s} )
) +i2 = +
n Y2
T1 + X2
Y1+ Y2
To + X1
Yo +
T2 x1
— +
Y2 [
= vy + U1

2.3. Ruang Vektor

Ruang vektor merupakan suatu himpunan semua objek yang dapat

dijumlahkan satu sama lain dan dikalikan dengan sebarang bilangan, yang
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menghasilkan suatu anggota lain dalam himpunan itu. Berikut ini diberikan

definisi dari ruang vektor.

Definisi 2.3.1 (Anton dan Chris |, [1973) Diberikan lapangan berhingga F'. Suatu
himpunan tidak kosong V dengan operasi penjumlahan dan perkalian skalar
dengan elemen di F' disebut ruang vektor apabila memenuhi beberapa aksioma

berikut: Untuk semua v,y,z € V dan o, € F
i. x+y eV (Sifat Tertutup)
i. (x+y)+2z=a+ (y+ z)(Sifat Asosiatif)

iii. Ada elemen 0 € V dengan sifat 0 + v = x + 0 = x untuk setiap x € V

(Keberadaan elemen Identitas)

iv. Untuk setiap x € V terdapat elemen invers di V', disebut —x sedemikian hingga

z+ (—z) = (—x) + x = 0 (keberadaan elemen invers)
V. *+y =y + « (Sifat Komutatif)
vi. jika o adalah suatu skalar dan x sebarang objek di V maka ax € V
vii. oz +y) =ax +ay
viii. (o + p)r = ax + fx
ix. (af)x=a(fz)
x. Jika 1 adalah identitas terhadap operasi perkalian di F', maka 1lx = x

Contoh 2.3.2 Diberikan

R? = |z,y e R
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R? adalah ruang vektor atas lapangan R karena memenuhi grup abelian seperti pada

Contoh[2.2.5] Selain itu juga memenubhi:

X T2
Untuk sebarang o, 3 € F dan v, = dan v, € R? berlaku:
hn Y2
vi. av; € R?
Ty
av; =«
(A
T
= e R?
ayi
vil. a (v1 + v2) = av; + avy
T )
a (v +v9) =« +
(A Y2
oxy oxs
= +
Y1 ayYs
viil. (a+ B)vy = (avy + Poy)
T
(a+ By = (a+ )
hn
ar B

iy By
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ix. (af)v; = a(fvy)

T
n

X1

Y1

By
By

X. 1R’Ul =1

X1
lRU1 =4l
n

X1

n

2.4. Komutator

Definisi 2.4.1 (Dummit dan Foote , 2004) Misalkan G adalah suatu grup dan x,y €

G. Komutator dari pasangan terurut (x,vy) adalah [z, y] = vyx~y~L

Teorema 2.4.2 Komutator dari (z,y) adalah elemen identitas jika dan hanya jika
Ty = yx

Bukti. = Jika komutator dari (z, y) adalah elemen identitas maka xy = yx
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[z, 9] = e
ryrty™t = e (definisi komutator)
(xyz~'y)yxr = e(yr) (keduaruas dikalikan dengan (yx))
ry(x ly lyx) = e(yx) (sifat asosiatif)
vy(x toy~ly) = e(yx) (sifat komutatif)
xy(e) = e(yx) (sifat invers)
Ty = 4

<« Jika zy = yx maka komutator dari (x, y) adalah elemen identitas

Ty E yx
zy(z™') = wyx(z™') (keduaruas dikalikan dengan (z 1))
Sl S = y(zz ) (sifat asosiatif)

ryz ! = y(e) (sifat invers)
ryr~t(y™') = y(y™') (keduaruas dikalikan dengan (y—'))
zys fy kU= e (sifat invers)
[z, Y] = e

Contoh 2.4.3 Diberikan tabel cayley dari ), terhadap operasi x sebagai berikut.

Tabel 2.3 Tabel Cayley (), terhadap operasi x
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Diketahui bahwa Q; = {1, —1,¢, —i} terhadap operasi perkalian x adalah

grup abelian. Untuk semua z, y € (4, komutator dari (z,y) = [z,y] = 1 = e, sebab:

z  y [z
I 1 1
-1 1
J 1
—1 1
-11 1
-1 1
i 1
=1 1
1 1 1
-1 1
0 1
—) 1
- 1 1
-1 1
0 1
—1 1

2.5. Aljabar Lie

Aljabar Lie merupakan salah satu contoh dari aljabar yang diperkenalkan

oleh Shopus Lie, matematikawan asal Norwegia pada akhir abad ke-19. Berikut
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diberikan definisi dari aljabar Lie.

Definisi 2.5.1 (Erdmann dan Wildon | |2006) Misalkan F' adalah suatu lapangan.
Aljbara Lie atas lapangan F' adalah suatu ruang vektor dengan pemetaan bilinier

(disebut Lie Bracket):

[[] : LXL—L

(z,y) = [z,9]
yvang memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. [z, x] = 0 untuk setiap x € L,

2. [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [2, [z, y]] = O untuk setiap x,y, z € L.

Pemetaan bilinier (Lie Bracket) yang ada pada aljabar Lie merupakan
komutator dari x dan y. Aksioma 2 disebut sebagai identitas Jacobi. Karena Lie

Bracket [-,-] adalah pemetaan bilinier dan aksioma (1.), maka:

0=[z+y,x+vy
= [z, 2] + [z,y] + [y, 2] + [y, ]
=0+ [z,y] + [y, 2] + 0

= [z,y] + [y, 7]
berakibat

3. [%,y] = _{yw];]

Aljabar Lie dikatakan abelian apabila [x, y] = [y, =], untuk semua z,y € L.
Salah satu kondisi yang menyebabkan aljabar Lie L abelian terdapat pada lemma

berikut ini.
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Lemma 2.5.2 Aljabar Lie L abelian jika dan hanya jika [x,y] = 0, untuk setiap

x,y € L.

Bukti.

= Jika L adalah aljabar Lie yang abelian, maka [z, y] = [y, z].

Ambil sebarang x,y € L. Dari akibat 3 didapat [y, z] = [z,y] = —[y, z].
Diperoleh [y, | = —[y, z]. Kondisi tersebut terpenuhi apabila [y, z] = 0.

< Jika [z, y] = 0 maka aljabar Lie L adalah abelian.

Ambil sebarang x,y € L. Apabila [y, z] = 0, maka [z,y] = [y,z] = 0, untuk
semua z,y € L. Jika [z,y] = 0, maka [z,y] = 0 = —0 = [y, z], untuk semua
x,y € L. Jadi, L adalah aljabar Lie abelian. [ |

Sifat dari Lie Bracket dengan 0O terdapat pada lemma berikut.
Lemma 2.5.3 Misalkan L adalah aljabar Lie. [v,0] = 0 = [0,v], untuk setiap

v € L.

Bukti. Berdasarkan aksioma 1 dari aljabar Lie (2.5.1)),
0=l[v,v] =[v,v+0] = [v,v] + [v,0] =0+ [v,0] = [v,0] = —[0, v].

Jadi didapatkan [v, 0] = 0 = [0, v]. |

Contoh 2.5.4 Diberikan ruang vektor R? bersama bracket

[,y =2 xy

dengan = X y adalah hasil kali silang (cross product) biasa antara vektor x dan y,
merupakan aljabar Lie.

Selanjutnya, ditunjukkan operator [-,-] bilinear yaitu :
L. [Ia + Zp, y] = [xm ?J] + [:Eba ?/]av%, Ty, Y € Rg

2. [a1a, y] = aiza,y], Vag € RV, y € R3
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3. [xaya +?/b] = [xvya] + [xayb]avya7yb7'r € RS

4. [z, oya] = aslz, Yo, Voo € RVz,y, € R3

Misal z, = (951,171'2,1,373,1), Tp = (371,27952,2,553,2), xr = ($1,$279€3), Yo =

Y1,1,Y2,1, Y31, Yp = (y1,2, Y2.2, y3,2), dany = (y1, Y2, ?J3)

1. Untuk sebarang z,, z;,y € R?

(24 + w3, y] = (w21 + T22)ys — (¥31 + T32)¥2, (P31 + T32)y1 — (T11 + 1,2)Y3,
(w11 + 212)Y2 — (21 + T22)Y1)
= ($2,1y3 — L3,1Y2,T31Y1 — L11Y3,T1,1Y2 — $2,1y1) + (5102,293 — I3,2Y2,
T32Y1 — T1,2Y3,T12Y2 — $2,2y1)

= [Za, Y] + [76, 9]

2. Untuk sebarang x,,y € R3dan a; € R

[Oélxa, Z/] 3 (041372,13/3 — 1T31Y2, V1X31Y1 — 1X11Y3, 1 T11Y2 — 041372,13/1)
= (562,1?/3 — X31Y2,T31Y1 — L1,1Y3,T1,1Y2 — 332,1y1)

= a1[Za, Y]

3. Untuk sebarang z,v,, 1y, € R3

[, Yo + U] = (21 + Y2.2)T3 — (Ya,1 + Y32) @2, (Y31 + Y3 2)T1 — (Y11 + Y1,2) 73,
(Y11 + y1.2)T2 — (Y21 + Y22)71)
= (y2,1$3 —Y3,1%2,Y31T1 — Y1,1T3,Y1,1T2 — 3/2,1561) + (y2,2953 — Y3,2%2,
Y3,2T1 — Y1,203, Y1,2T2 — y2,2$1)

= [xvya] + [l"yb]
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4. Untuk sebarang y,, r € R® dan ap € R

[x7 Oé2ya] = (a2y2,1$3 — Q2Y31T2, 2Y31T1 — (2Y1,1T3, O2Y1,1T2 — @2y2,1$1)
= 042(92,@3 — Y3102, Y31T1 — Y1,13, Y1,1T2 — yz,lxl)

= Q2 [.CE, ya]

Selanjutnya, ditunjukkan [z, z] = 0, Untuk setiap = € R3

[% 90] = ($2$3 — T3T2,T3T1 — T1X3,T1T2 — 5521U1) = (0, 0, 0)

Untuk menunjukkan [—, —] memenuhi identitas Jacobi, digunakan persamaan yang

berlaku di R? berikut

[, [y, 2]] = (x o 2)y — (z0y)z

dengan operator o adalah hasil kali titik di R®. Terlebih dahulu ditunjukkan bahwa

[, [y, 2]] = (x 0 2)y — (z 0 y)2.
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Misalkan x = (21, 72, 73) , ¥y = (Y1, Y2, y3) dan z = (21, 22, 23)

[, [y, 2]] = [(z1, 22, ¥3), (Y223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y221)]
= (v2(y122 — y221) — w3(ys21 — Y123), ¥3(Y223 — Ys322) — 1 (Y122 — Y221),
r1(ysz1 — Y123) — T2(y223 — Y322))
= (Tay122 — Tayoz1 — T3ys21 + T3Y123, T3Y223 — T3Y3za — T1Y122+
T1Y221, T1Y321 — T1Y123 — Tal2?3 + ToY322)
= (Toy122 + T3y123 + T1Y121 — T1Y121 — TaYa21 — T3Y321, TaYaZa—
TolaZy — T3Y32 — T1Y122 + T3Y223 + T1Y221, T1Y321 + TaY322 + T3Y323—
T3Y323 — T1Y123 — T2Y223)
= (Toyr22 + T3y123 + T1Y121, T3Y223 + T1Y221 + Taya 22, T1Yz21+
ToY32s + T3Yy323) — (Taypz1 + T3Y321 + T1Y121, TaYaZa + T3Ys2e + T1Y122,
T1Y123 + T3Y32s + T2y22s3)
= (w121 + T222 + 323) (Y1, Y2, ¥3) — (T1y1 + Taya + T3ys) (21, 22, 23)

= (z02)y— (zoy)z

maka :

[, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [2, [, 9]] = (o 2)y — (woy)z+ (yoz)z — (yoz)rt
(zoy)r —(zox)y

=0

2.6. Aljabar BCL

Berikut ini diberikan definisi dari aljabar BCI, aljabar BCK, aljabar BCH

dan aljabar BCL.
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Definisi 2.6.1 (Huang |, 2003) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong dengan
operasi biner x dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X; *,0) dikatakan aljabar
BClI jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
untuk semua r,y,z € X

L ((xxy)x(x*x2)*x(zxy)=0

ii. vxx =0
iii. vxy=0dany*xx =0 makax =y

. (zx(z*xy))xy=0

Contoh 2.6.2 Misalkan (X; *,0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner *, dimana X = {0, 1,2}. Berikut didefinisikan operasi * pada

X seperti pada tabel [2.5]

Tabel 2.5 Tabel Cayley X terhadap operasi %

*x 0 1 2
0 0 2 1
1 1 0 2
2 210

(X; %, 0) merupakan aljabar BCI sebab:

i ((zxy)*x(zxz2))*(zxy)=0
Untuk semua z, y, 2z € X berlaku:
(wry)*(@x2)x (2 xy) =0
Misalkan x = 0,y = 0 dan z = 0, maka:

((0%0)*(0%0))*(0%x0)=0
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Hal ini juga berlaku untuk setiap z,y, z € X

il. xx=0

Untuk setiap = € X berlaku:

0x0=0
1x1=0
2x2=0

iii. x xy=0dany * x =0 berakibat xr = y
Pada Tabel [2.5]terlihat bahwa untuk semua z,y € X, jikaz xy=0dany xz =

Omakax =y

iv. (xx(xxy))*xy=0
Untuk semua z,y € X berlaku:
(25 (@xy)xy=0
Misalkan x = 0 dan y = 0 maka:
(0% (0%x0))x0=0

Hal tersebut juga berlaku untuk xzdan yyang lain

Definisi 2.6.3 (Bae J. dkk. | 2018) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong
dengan operasi biner x dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X ; *,0) dikatakan
aljabar BCK jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

untuk semua r,y,z € X
i xxx =0
ii. 0Oxz =0
iii. vxy=0dany*xx =0makax =y

. (zxy)*x(xx2))*x(zxy)=0
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v (xx(zxy))*xy=20

Contoh 2.6.4 Misalkan (X; *,0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner %, dimana X = {0, a, b, ¢}. Berikut didefinisikan operasi * pada

X seperti pada tabel

Tabel 2.6 Tabel Cayley X terhadap operasi *

x 0 a b c
0 00 0 O
a a 0 0 O
b b 0 0 O
c ¢ 0 0 O

(X; %, 0) merupakan aljabar BCK sebab:

i, zxx=0

Untuk setiap z € X berlaku:

0x0=0
axa =20
bxb=0
cxc=0
ii. Oxz=0

Untuk setiap z € X berlaku:

0x0=0
Oxa=20
0xb=0

Oxc=20
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iii. *y=0dany*x =0 berakibat x =y
Pada Tabel [2.6| terlihat bahwa untuk semua x,y € X, jikaz*xy=0dany *z =

Omakaz =y

iv. (z*xy)*(xx2))*x(z*xy)=0
Untuk semua z, y, z € X berlaku:
(wry)*(@x2) (2 xy) =0
Misalkan x = 0,y = 0 dan z = 0, maka:
((0%0)*(0%0))* (0%x0) =0

Hal ini juga berlaku untuk semua x,y, z € X

V. (zx(zxy))*xy=0
Untuk semua z,y € X berlaku:
(v % (@) +y = 0
Misalkan x = 0,y = 0 maka:
(0% (0%0))x0=0

Hal tersebut juga berlaku pada zdan y yang lain

Definisi 2.6.5 (Bae dan Shin | |2015) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong
dengan operasi biner * dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X; *,0) dikatakan
aljabar BCH jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

untuk semua r,y,z € X
i. zxx =0
ii. txy=0dany*xx =0makar =y

iii. (xxy)*z=(x*2)*y
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Contoh 2.6.6 Misalkan (X; %, 0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta

0 dan operasi biner %, dimana X = {0, a, b, c}. Berikut didefinisikan operasi * pada

X seperti pada Tabel (X; *,0) merupakan aljabar BCH sebab:

i.

ii.

1il.

zxx=0

Untuk setiap z € X berlaku:

0x0=0
axa=0
bxb=0
cxc=0

x*y=0dan y x x =0 berakibat x = y
Pada Tabel [2.6|terlihat bahwa untuk semua z,y € X, jikaz xy=0dan y xx =

Omakaz =y

(xxy)xz=(x*2)xy

Akan ditunjukkan untuk setiap x,y, z € X berlaku (z xy) x z = (z % 2) x y
Misalkan x = 0,y = 0 dan z = 0, maka:

(0x0)«x0=(0%x0)x0=0=0

Hal ini juga berlaku untuk setiap z,y, z € X

Definisi 2.6.7 (Liu | 2011) Misalkan X adalah himpunan tidak kosong dengan

operasi biner x dan konstanta 0. Maka struktur aljabar (X;*,0) dikatakan

aljabar BCL jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:

untuk setiap r,y,z € X

.. txx =0

ii. xxy =0dany*x =0 berakibat x =y
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. ((rxy)xz)x((zxz)xy))*((zxy)*xx) =0

Contoh 2.6.8 Misalkan (X; *,0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta
0 dan operasi biner *, dimana X = {0, 1,2}. Berikut didefinisikan operasi * pada

X seperti pada Tabel (X; *,0) bukan merupakan aljabar BCL sebab:

=(((0%0)x1)*((0*%1)*0))* ((1%0)x*0)
=((0x1)*(2%0))*(1*0)
=(2%2)%1
=0x1
=2#0
Contoh 2.6.9 Misalkan (X; *,0) adalah himpunan tidak kosong dengan konstanta

0 dan operasi biner *, dimana X = {0, 1, 2, 3}. Berikut didefinisikan operasi * pada

X seperti pada tabel

Tabel 2.7 Tabel Cayley X terhadap operasi *

(X; %, 0) merupakan aljabar BCL sebab:

. zxx=0
0x0=0

1x1=0
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2%x2=0

3x3=0

ii. x*y=0dany * x =0 berakibat z = y
Pada Tabel [2.7|terlihat bahwa untuk semua x,y € X, jikazxy=0dany * z =

Omakax =y

iii. untuk setiap =, y, z € X berlaku:
(@ xy) x2) * (2 * 2) xy)* ((z *y) *x2) =0
Misalkan x = 0,y = 0, z = 0, maka:
((0%0)%0)% ((0%0)%0))*x((0%0)*0) =0

Hal ini juga berlaku untuk setiap z,y, z € X

2.7. Integrasi Keilmuan

Matematika merupakan ilmu yang sudah ada sejak beberapa abad yang lalu.
Bahkan sebelum manusia diciptakan, ilmu matematika sudah ada terlebih dahulu.
Hal ini dapat dibuktikan dengan adanya proses penciptaan alam semesta oleh Allah
SWT yang menerapkan konsep dari matematika yakni pengukuran. Dalam proses
penciptaan alam semesta, Allah SWT mengukur segala sesuatunya dengan tepat
dan akurat (Fanny , 2018]). Sebagaimana dalam firman Allah SWT dalam surat

Al-Qamar/54 : 49 yaitu :

-~
= /f }/:// /;' -') 5
i e . > 4
o ;Aﬁf&mgcﬁﬂ L’L

Artinya :” Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran.”

Selain pengukuran dan perhitungan, dalam matematika juga ada
pembuktian-pembuktian yang menggunakan logika untuk memecahkannya. Dalam

membuktikan suatu teorema, dibutuhkan keuletan dan kekonsistenan agar hasil
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yang diperoleh sesuai dengan harapan. Apabila dalam ajaran agama Islam,
kekonsistenan disebut sebagai istigomah. Allah SWT telah berfirman dalam

Al-Qur’an surat Al-An’am ayat 117 yaitu:

ARF. A—uu‘f&wwpﬂ 858

(ORITVAS

Artinya :” Sesungguhnya Tuhanmu, Dialah yang lebih mengetahui tentang orang
yang tersesat dari jalan-Nya dan Dia lebih mengetahui tentang orang-orang yang

mendapat petunjuk.”

Pada ayat tersebut, kita diwajibkan untuk selalu istigomah di jalan yang
benar agar kita tidak tersesat. = Sama halnya dengan membuktikan suatu
pembuktian terkait teorema, kita harus selalu konsisten untuk mengambil sebarang
elemen, mendefinisikan suatu operasi atau yang lainnya supaya apa yang Kkita
definisikan diawal dapat dijadikan suatu modal untuk membuktikan

teorema-teorema yang ada.



BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai sifat-sifat yang ada pada aljabar Lie,
aljabar BCL dan aljabar pseudo BCL. Selain itu, akan dibahas pula mengenai
hubungan antara aljabar Lie dengan aljabar BCL dan hubungan antara aljabar Lie

dengan aljabar pseudo BCL.

Teorema 3.0.1 Misalkan L adalah aljabar Lie. Jika untuk semua x,y,z € L,

didefinisikan:

(i.) xxy = [z,y] = [y, 2]
(ii.) (z*xy)*z = [[z,y], 2]

(iii.) 0xz =0= [z, ]

maka L adalah aljabar BCL.

Bukti. Diketahui : L adalah aljabar Lie, maka L memenubhi :

a. [z, 2] = 0 untuk setiap = € L,

b. [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = O untuk setiap x,y, z € L.

Untuk semua z,y, 2 € L, didefinisikan :

(i) (z*xy)*z=[[r,y],2]
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(ii.) 0%z =0= [z, x]

dan definisi bracket sebagai berikut :

[]: LxL—L

(z,y) = [,y =2 +y

dengan r = ry dany = —yx

Akan ditunjukkan bahwa L aljabar BCL dimana harus memenuhi:

. xxx=0

. rxy=0dany*x =0makaxr =y

. (xxy)*xz)x((xxz2)xy))*x((z*xy)*xz)=0

Berikut pemaparan bukti dari aksioma-aksioma diatas:

i. zxx =0.

Ambil sebarang € L, maka :

rxx = [z,x]— [x,z] (sesuai definisi operasi *)
= (r+x)— (z+ x) (sesuai definisi operasi bracket)
= (zx —xx) — (xx — xx) (sesuai definisi operasi bracket)
= ITr—Ir—ITT+ I

= 0

. r*xy=0dany *r = 0 maka x = y.

32
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Ambil sebarang z,y € L, maka :

rxy = [z,y] — [y, x] (sesuai definisi operasi *)
= (x+y)— (y+ ) (sesuai definisi operasi bracket)
= (xy —yx) — (—yx + zy) (sesuai definisi operasi bracket)
= 2y —yr+yr —xy
— 0

= [z,2] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)

dan

y*xx = [y,x] — [z,y] (sesuai definisi operasix)
= (y+x)— (x+y) (sesuai definisi operasi bracket)
= (—yx + zy) — (xy — yx) (sesuai definisi operasi bracket)
= —yr4ry—ay+yx
— 0

= [y,y] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)

0 = [z, z] = [y, y] maka didapatkan = = y

. (((x*xy)*z)*((r*x2)xy))*((zxy)*z)=0

Ambil sebarang x,y,z € L
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(x*xy)*xz = [[z,y],z] (sesuai definisi aksioma pada teorema 3.0.1 (iii))
= [(z+v), 2] (sesuai definisi operasi bracket)
= (x+y)+ 2z (sesuai definisi operasi bracket)
= (z+y)z — z(x 4+ y) (sesuai definisi operasi bracket)
= xZ+Yz —2zx — 2Y
(xxz)xy = [[z,2],y] (sesuai definisi aksioma pada teorema 3.0.1 (iii))
= [z + z,y] (sesuai definisi operasi bracket)
= (x4 z)+y (sesuai definisi operasi bracket)
= (z+2)y —y(x + 2) (sesuai definisi operasi bracket)
= TY+ Y —Yyr —yz
(zxy)*xx = [[z,y],2] (sesuai definisi aksioma pada teorema 3.0.1 (iii))
= [2+4+y, x| (sesuai definisi operasi bracket)
= (z+y)+ z (sesuai definisi operasi bracket)
= (24 y)r —x(z + y) (sesuai definisi operasi bracket)

= Zx+yYyr —xrZ—2aY

maka:

(((zxy) * 2) x (2% 2) x y)) * ((z x y) x z)

= [[(z2 + yz — 22 — 2), (xy + 2y — yx — y2)], (22 + yz — 22 — 2Y)]
= [(z2 +yz — 21 — 2y + 2y + 2y — yz — y2), (22 + y7 — T2 — 2Y)]
= [(z2 — 2z + 2y — y), (22 + y2 — 22 — )]

= (xz — zzx + a2y — yx) + (22 + yr — x2 — 2Y)

= (xz—zxtzy—yz)(zet+yr—rz—ry)—(ze+yr—rz—ay)(xz—z0+2y—YT)
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2 2

= xzzx + xzyr — (v2)* — xzey — (22)* — zeyr + zeez + zexy + xyze +

ryyr — vyzz — (zy)? — yrze — (yr)? + yraz + yrry — (zxxz — (22)? +
zxay — zayr +yrrz —yrze +yrry — (yx)? — (v2) + w220 — xzey + v2yx —
ryrz + xyzr — (vy)? + ryyw)

=0

Jadi, L adalah aljabar BCL. [ |

Teorema 3.0.2 P adalah aljabar BCL dengan x = y = z, untuk semua x,vy,z € P

Jika dan hanya jika P aljabar Lie abelian.

Bukti. Didefinisikan operasi * dan [, | sebagai berikut:

«: PxP—P
(z,y) »zxy=[z,y] — [y,z|,YVo,y € P
[]: PxP—>P

(z,y) = [r,y] =2 +y

dengan x = zy dany = —yx,Vr,y € P
= Diketahui : P aljabar BCL dengan = y = 2. Karena P aljabar BCL maka P

memenuhi:
L xxr=0
ii. x*xy = 0dany* x = 0 berakibat x = y
. ((xxy)*x2)«x((x*x2)xy))*x((zxy)*xx)=0
Akan ditunjukkan bahwa P aljabar Lie abelian, dimana harus memenubhi:

1. [z, 2] = O untuk setiap = € P,
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2. [, [y, 2] + [y, [2, 2] + 2, [, )] = O untuk semua z,y, = € P,

3. [z,y] = [y, ] untuk semua z,y € P
Berikut pemaparan bukti dari aksioma-aksioma diatas:

1. [z,2] =0

Ambil sebarang x € P, maka:

[z,z] = x+ x (sesuai definisi operasi bracket)
= xx — xx (sesuai definisi operasi bracket)

= 0

2. [ ly 2l + [y [z, 20] + [, [, 9] = 0

Ambil sebarang z, vy, 2z € P. Karena z = y = z maka:

[z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [=, [, o]
= [z, [z, 2]l + [y, [y, vl + [2 [2,2]]
= [z, @+2)+ [y, +yl+[z (= +2)
= (@@+2) - (z+z)z)+ Yy +y) — W+yy) + (22 +2) = (2 +2)2)
= (ex4ar—zr—ox)+ (yy+yy —yy —yy) + (22 + 22 — 22 — 22)
= 0+0+0

= 0

3. [z,y] = [y, ]
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Ambil sebarang z,y € P, maka:

[z,y] = [z,z] (karenaz =y = z2)
= 1z + x (sesuai definisi operasi bracket)
= xx — xx (sesuai definisi operasi bracket)
= 0
= |y,y| (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)

= [y,z] (karenaz =y = 2)

Jadi, P merupakan aljabar Lie abelian

<« Diketahui : P aljabar Lie abelian. Karena P aljabar Lie abelian, maka P

memenubhi:

i. [x,z] = 0 untuk setiap x € P,

ii. [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = O untuk semua z,y,z € P.
iii. [x,y] = [y, z] untuk semua z,y € P

Akan ditunjukkan bahwa P merupakan aljabar BCL dengan x = y = z, dimana P

harus memenuhi:

l.zxx=0

2. xxy=0dany*xx =0makaz =y

3. (((wxy)*z)x ((wxz)xy))x((zxy)xx) =0
4. r=y=1z

Berikut pemaparan bukti dari aksioma-aksioma diatas:



1. zxx2=0

Ambil sebarang x € P, maka diperoleh:

rxx = [x,x] —[z,2] (sesuai definisi operasi *)

= 0 — 0 (sesuai aksioma aljabar Lie)

= 0

2. zxy=0dany*xx = Omakaz = y

Ambil sebarang z,y € P, maka diperoleh:

Ty

Yyxx

[z, y] — [y, z] (sesuai definisi operasi *)

( +vy) — (y+ ) (sesuai definisi operasi bracket)

(xy — yx) — (—yx + xy) (sesuai definisi operasi bracket)
TY — Yyr +yr — Ty

0

[z, z] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)

ly, z] — [z,y]| (sesuai definisi operasi )

(y+x) — (x + y) (sesuai definisi operasi bracket)

(—yx + zy) — (xy — yx) (sesuai definisi operasi bracket)
—yr + Yy — Y +yx

0

[y,y] (sesuai dengan aksioma aljabar Lie)

0 = [z, z] = [y, y] maka berakibat z = y
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Ambil sebarang x, y, 2 € P, maka diperoleh:

(xxy)*z

(x*2)xy

(z*y)*x

maka:

([x,y] — [y, z]) * z (sesuai definisi operasi *)

((z +vy) — (y+x)) * 2 (sesuai definisi operasi bracket)

((xy — yx) — (—yx + xy)) * z (sesuai definisi operasi bracket)
(xy — yr +yzr — xy) * 2

0x*z

0

([, z] — [z,x]) * y (sesuai definisi operasi *)

((x + z) — (2 4+ z)) *y (sesuai definisi operasi bracket)

((xz — zx) — (—zx + x2)) * y (sesuai definisi operasi bracket)
(xz — zx + 22 — x2) * y

0xy

0

([z,y] — [y, 2]) *  (sesuai definisi operasi *)

((z+1vy) — (y + 2)) * x (sesuai definisi operasi bracket)

((zy —yz) — (—yz + zy)) * = (sesuai definisi operasi bracket)
(z2y —yz+yz —zy) *x

Oxx

0

(((xy) x2) « (2% 2) xy) * ((zxy) * x)
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Ambil sebarang z,y, x € P. Karena P adalah aljabar Lie abelian, maka:

(2,9l = [y, 2] =0

mengakibatkan x = y. Hal tersebut juga berlaku apabila:

ly,2] =[2,9] =0

dimana hal tersebut mengakibatkan bahwa y = z.

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa:

Jadi, P merupakan aljabar BCL

Definisi 3.0.3 Misalkan (G,+) adalah grup abelian, (G;-,0) adalah aljabar adjoin

BCL dan (G;*,0) adalah aljabar pseudo BCL sedemikian sehingga :

(i) r—(0—y)=x+y

(ii.) x —y=x*y

maka adjoin grup dari (G;-,0) adalah abelian (G,+) dan aljabar adjoin BCL dari

abelian (G, +) adalah (G, *,0).
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Teorema 3.0.4 Misalkan P adalah aljabar pseudo BCL. Jika didefinisikan

bracket:

[,y = (x*y) — (y*z), Vo,y e P

maka P adalah aljabar Lie. Lebih lanjut dinotasikan Py

Bukti. Diketahui : P aljabar pseudo BCL, maka P memenuhi:

1. zxx =0

2. zxy=0danyxx =0makaz =y

3. ((wey)#2)x (@ 2) %) * (2% y) xa) =0

dengan definisi bracket sebagai berikut:

[2,y] = (x*y) — (y*z), Yo,y € P

Akan ditunjukkan bahwa P merupakan aljabar Lie, dimana harus memenuhi:

l. [z,2] =0

2. (& 1y Al + [y [z, 20) + [2, [, y]] = 0

Pertama harus ditunjukkan bahwa operasi bracket merupakan pemetaan bilinier.
Ambil sebarang x, x1, 2, Yy, y1,y2 € P dan ay,as € P.

Akan ditunjukkan:

L. [‘rl + I27y] = [‘rhy] + [l’g,:y}

2. [y, y] = aqlzy, 9]



3. [xvyl + yQ] = [$7y1] + [ﬁ,yg]

4. [x7a2y1] = 042[%91]

L [z1 + 22,y] = [21, Y] + [22, Y]

[21 + 22, y] = (21 + 22) % y) — (y * (21 + 32))
= (1 xy) + (22 % y)) — ((y *21) + (y * 12))
= (@1 xy) + (2% y) = (Y * 1) — (y * 22)
= ((z1+y) — (y x21)) + (2 % y) = (y * 72))

= [z1,y] + [72, Y]

2. (o121, Y] = aq[z, Y]

[anz1,y] = ((urr) * y) — (y * (a121))
= aq (21 *y) — ag(y * 1)
= ap((z1 *y) — (y *71))

- al[x17y]

3. [xvyl + yQ] = ['x?yl] + [xva]

[, 51 + 2] = (2 (Y1 +42)) — ((y1 +y2) * )
= ((@xy1) + (zxy2)) — (g1 * ) + (y2 % 7))
= (@xy1) + (25 y2) — (1 2) — (y2 x 2)
= ((@xy1) = (g1 +2) + (2 xy2) — (y2 % 7))

= ['r7y1] + [x7y2]
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4. [z, a0m1] = aglx, 1]

[z, 1] = (% (a2y1)) — ((a2y1) * )
= (az(z xy1)) — (a(y1 * 7))
= ay((z *y1) — (y1 * 2))

- 042[%91]

Maka operasi bracket merupakan pemetaan bilinier.

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa P memenuhi aksioma aljabar BCL.

l. [z,2] =0

Ambil sebarang x € P, maka diperoleh:

[z,2] = (z*x)— (z*x) (sesuai definisi operasi bracket)
= 0 — 0 (sesuai dengan aksioma aljabar BCL)

=0

2. [, [y, 2l + [y, [z, 2] + [, [z, )] = O

Ambil sebarang z,y, z € P, maka:

[z, [y, 2]] = [z, (y % 2) — (2 % y)]
zx((yx2) = (2xy)) = (((y* 2) = (zxy)) * x)
wx(yxz) = (vx(zxy))) = (y*2)xz = (2 xy) x2))

—(@-y+z-(@w-zty) - (y-z-v-(-y-a)

(

(
=@-W-2)-@@-(-y)-((y-2)-r-(2-y) -2

(

(

= (—2y +2z) — (2y — 22)
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y, [z, 2]] = ly, (z x 2) — (2 % 2)]
y*((zxz) = (wx2))) = (((zx2) = (2% 2)) xy)

yx(zxa) = (yx(wx2)) = ((zx2) vy — ((zx2) xy))

2, [2,y]] = [z, ( * y) — (y * v)]
zx ((z*xy) = (y*1))) — (((zxy) — (y*2)) * 2)

zx(@xy) = (zx (yx2)) = ((zxy) x2 = (y x z) ¥2))

z=s+y=(z-y+z)-(z-y-z2—-(y—v—2))

(

(
=@z-@-y-(-(-2)-(r-y)-2-(y—-2)=2)

(

(

maka diperoleh:

[557 [y7 ZH + [y7 [Z,ﬁ“ + [Zv [x, y]] = (—4y + 42) + (—42 + 4£E) + (—4$ + 4y)

=0

Jadi, P adalah aljabar Lie [ |



BAB IV

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan simpulan dan saran yang diambil berdasarkan

materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Simpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah diuraikan pada bab sebelumnya
mengenai sifat-sifat yang ada pada aljabar Lie, aljabar BCL dan aljabar pseudo

BCL, maka penulis mendapatkan beberapa simpulan sebagai berikut :

1. Sifat-sifat aljabar Lie dengan aljabar BCL:

(i.) Misalkan L adalah aljabar Lie. Jika untuk semua z,y,z € L,
didefinisikan:
@) zxy=[r,y] = [y,z]
() (xxy)*z=|[z,y],7]
(c) Oxx=0=[x,x]
maka L adalah aljabar BCL.

(ii.) P adalah aljabar BCL dengan z = y = 2, untuk semua z, y, 2 € P jika

dan hanya jika P aljabar Lie abelian. Dimana untuk operasi bracket
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dan operasi * didefinisikan sebagai berikut:

x : PxP—P
(z,y) » xxy = (2,y) — (y,2),Yr,y € P
] : PxP—=P
(z,y) =[xyl =z +y
dengan # = xy dan y = —yx, Vo, y € P
2. Sifat-sifat aljabar Lie dan aljabar pseudo BCL.:

(i.) Misalkan P adalah aljabar pseudo BCL. Jika didefinisikan bracket:

[z,y] = (x*y) — (y*z), Yo,y € P

maka P adalah aljabar Lie. Lebih lanjut dinotasikan P .

4.2. Saran

Setelah membahas mengenai karakteristik aljabar Lie dan aljabar BCL,

penulis ingin menyampaikan beberapa saran.

1. Penelitian ini diharapkan dapat menjadi referensi bagi penelitian selanjutnya
tentang aljabar Lie, aljabar BCL, aljabar pseudo BCL ataupun hubungan

antara aljabar Lie dengan aljabar BCL.

2. Pada penelitian ini, definisi dari pseudo-association belum terlihat dengan
jelas, sehingga diharapkan pada penelitian selanjutnya didapatkan definisi

secara jelas dari pseudo-association.
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