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SUBMODUL PRIMA PADA MODUL BEBAS
ATAS RING KOMUTATIF DENGAN ELEMEN SATUAN

ABSTRAK

Modul bebas merupakan modul M atas ring R yang memiliki basis.
Sedangkan submodul merupakan himpunan bagian dari modul dan memenuhi
aksioma-aksioma tertentu. Dalam submodul N yang memenuhi sifat N # M,
untuk setiapr € R,m € M, jikar-m € N makam € N ataur € (N: M) dimana
(N:M)={reR|r-M < N}disebut submodul prima. Pada kenyataanya, semua
submodul dari modul bebas atas daerah ideal utama memiliki basis, namun hal
tersebut tidak berlaku pada modul atas ring. Oleh karena itu, penelitian ini akan
diperdalam untuk meneliti sifat-sifat submodul prima pada modul bebas atas ring
komutatif dengan elemen satuan.

Hasil dari penelitian menunjukkan bahwa, submodul prima N pada modul
bebas M yang dinotasikan (N: M) merupakan suatu ideal prima di R. Apabila
diketahui ¥ = (X,...,X,,) merupakan pembangun berhingga dari submodul
prima N, maka berlaku R < (N: M) < VR dimana VR adalah ideal radikal di R
dan untuk suatu X; € M dengan 1 <i <m, m <n maka berlaku (N: M) = 0.
Kemudian, jika (N:M) = p maka berlaku N =p™ dengan x;; € p, ¥ i; € Q,
[ <j<n dan berlaku x; 1x;,,...x; N +pM = N untuk Xi;j €D dengan p
adalah ideal maksimal di R.

Kata kunci: Modul, Submodul prima, Ring komutatif dengan elemen satuan
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PRIME SUBMODULES OF A FREE MODULE OVER
A COMMUTATIVE RING WITH IDENTITY

ABSTRACT

Free modules is a modules over ring that has a base. While submodules is a
subset of modules and has certain characteristics. Submodules N called prime
submodules if N # M,Vr e R,m €M, ifr-m € Nthenm € Norr € (N: M)
where (N: M) = {r € R|r-M < N}. Infact, all submodules of free modules over
principal ideal domain has a bases, but that doesn’t apply to the modules over ring.
Since, this research will be deepened to examine the characteristics prime
submodules of a free modules over a commutative ring with identity.

The result can be concluded that, prime submodules N of free modules M
denoted (N: M) is prime ideal in R. If ¥ = (X;,...,X,;,) is finitely generated of
prime submodules then R © (N: M) < VR where v is radical ideal of %R and for
a X; €M with 1<i<m, m<n then applied (N:M) =0. If (N:M) =p
then N=p™ with x; €p for some i;€Q, i<j<n and applied
Xi 1Xi,2 - Xi nN + pM = N for Xi;j €P with p is maximum ideal in R.

Keywords: Module, Prime Submodules, Commutative Ring with identity
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BAB |
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang
Matematika mempunyai peran penting untuk menjawab permasalahan
keseharian. Matematika juga merupakan teknik yang bermanfaat sebagai alat
assential untuk sains, teknologi, dan perdagangan serta untuk masuk ke banyak
pilihan (Skemp, 1971). llmu matematika juga tidak terlepas dalam agama Islam.
Hal tersebut dapat ditinjau dari beberapa ayat Al-Qur’an yang memiliki keterkaitan
dengan matematika, misalnya ayat yang mengenai perhitungan, bilangan, dan

pengukuran seperti yang telah dijelaskan dalam QS. Maryam ayat 94 yaitu,
e thig; rp.nal il

“Sesungguhnya Dia (Allah) telah menentukan mereka dan menghitung mereka

dengan perhitungan yang teliti”. (QS. 19:94)

Kini telah banyak ditemukan kaidah untuk memecahkan permasalahan
pengukuran yang ditulis dalam formula matematika dan dapat dikaji pada salah satu
subkeilmuan matematika yaitu aljabar abstrak. Aljabar merupakan satu diantara
lima standar penting dalam matematika diantaranya, aljabar, operasi bilangan,
pengukuran, geometri, probabilitas dan analisis data (Dewi & dkk, 2015;

Hafiyusholeh, 2015). Adapun beberapa bagian dalam struktur aljabar yang sering



dipelajari diantaranya, grup, gelanggang atau ring, ideal, modul bahkan dalam
perkembangannya terdapat pula K-aljabar (Dar & Akhram, 2007; Lestari & dkk,
2019) dan Q-aljabar.

Grup adalah himpunan G yang memiliki satu operasi biner dengan
dinotasikan *: G X G — G dan memiliki aksioma yaitu, tertutup, asosiatif,
eksistensi elemen identitas dan eksistensi elemen invers. Jika grup G atau (G,*)
memiliki sifat komutatif disebut grup komutatif (Raisinghania & Anggarwal, 1980;
Adkins & Weintrub, 1992; Roman, 2007).

Ring merupakan himpunan R yang memiliki dua operasi biner yang
dinotasikan +: R X R — R terhadap operasi penjumlahan dan -: R X R = R
terhadap operasi perkalian yang memiliki sifat-sifat diantaranya (R,+) grup
komutatif, (R,) tertutup dan asosiatif, serta distributif terhadap operasi
penjumlahan dan perkalian (Raisinghania & Anggarwal, 1980; Adkins & Weintrub,
1992). Jika ring R dalam operasi perkalian memiliki sifat komutatif maka ring R
disebut ring komutatif. Sementara itu, ring R # {0} dan memiliki elemen satuan
terhadap operasi perkalian sehingga 1-a =a-1 =a, V a € R sehingga disebut
ring dengan elemen satuan (Roman, 2007; Adkins & Weintrub, 1992).

Modul M atas ring R atau dinotasikan M: R —modul merupakan himpunan
M yang memiliki dua operasi biner dan R adalah ring komutatif dengan elemen
satuan yang elemennya berupa skalar (Mardiani, 2016; Roman, 2007). Himpunan
N dikatakan submodul pada modul M apabila N ¢ M serta memenuhi sifat-sifat
pada modul. Himpunan N disebut submodul prima pada M, apabilar -m € N dan

untuk setiap r€R,m €M berlaku m e N atau r € (N:M) dengan



(N:M)={r eR|r-M < N}.Sementara itu, modul yang memiliki basis disebut
modul bebas dengan kata lain modul yang memiliki sifat bebas linear dan
membangun (Adkins & Weintrub, 1992; Grillet, 2007; Roman, 2007).

Penelitian sebelumnya oleh Tiras, Harmanci, dan Smith (1999) berjudul
karakteristik submodul prima mengatakan bahwa setiap submodul prima pada
modul terdapat korespondensi terhadap ideal prima atas ring. Dalam submodul
prima, ring yang digunakan merupakan kondisi khusus, yaitu ring komutatif dengan
elemen satuan. Adapun penelitian Dilek dan Yilmaz (2003) berjudul submodul
prima dengan pembangun berhingga pada modul bebas mengatakan bahwa daerah
komutatif merupakan suatu kasus yang menarik untuk dikaji. Sebagaimana
penelitian Hedayat & Nekooei (2005) yang telah mengkaji karakteristik submodul
prima dengan pembangun berhingga pada modul bebas atas daerah ideal utama.
Namun hal menarik yang dapat dilihat dari modul bahwasannya modul merupakan
perumunan dari ring yang berarti ring dengan kejadian khusus. Oleh karena itu,
penelitian ini akan diperdalam untuk meneliti kemungkinan pengembangan sifat-
sifat tertentu suatu ring ke dalam submodul atau modul.

Oleh karena itu, peneliti tertarik membahas mengenai sifat-sifat submodul
prima dari modul bebas yang akan diperluas terhadap ring komutatif dengan elemen
satuan. Oleh sebab itu penelitian ini berjudul “Submodul Prima Pada Modul Bebas

Atas Ring Komutatif Dengan Elemen Satuan”.



B. Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang yang telah dipaparkan, rumusan masalah
yang akan dikaji adalah bagaimana sifat-sifat submodul prima pada modul bebas
atas ring komutatif dengan elemen satuan ?
C. Tujuan Penelitian
Adapun tujuan penelitian ini yang ditinjau dari rumusan masalah yang telah
dipaparkan yaitu untuk mengetahui sifat-sifat submodul prima pada modul bebas
atas ring komutatif dengan elemen satuan.
D. Manfaat Penelitian
Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat yaitu:
1. Menambah pemahaman mengenai submodul prima pada modul bebas dan
sifat-sifatnya.
2. Menambah pemahaman mengenai sifat-sifat submodul prima pada modul
bebas atas ring komutatif dengan elemen satuan.
3. Dijadikan sebagai referensi untuk pembaca dalam melakukan penelitian di

bidang aljabar.

E. Batasan Masalah
Pada penelitian ini himpunan matriks yang digunakan merupakan matriks
atas ring komutatif bukan himpunan matriks biasa dan setiap submodul prima
memiliki pembangun terbatas pada modul bebas dengan dimensi terbatasnya adalah

n.
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KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini dikaji mengenai beberapa kajian pendukung berupa definisi
beserta contohnya yang bertujuan sebagai acuan dalam pembahasan penelitian ini
diantaranya yaitu, ring, ideal, modul, submodul, submodul prima, modul bebas, dan
matriks atas ring komutatif.

. Ring

Ring merupakan struktur paling sederhana setelah grup dalam aljabar
abstrak. Ring disebut juga dengan gelanggang. Pada subbab ini akan dikaji
mengenai Definisi beserta contohnya dan Teorema yang berkaitan dengan ring.
Definisi 2.1
Himpunan R yang memiliki dua operasi biner yaitu penjumlahan (+) dan perkalian
() yang dinotasikan (R, +,7) disebut ring. Jika memenuhi aksioma sebagai berikut
(Adkins & Weintrub, 1992; Grillet, 2007):

1. (R, +) merupakan grup komutatif yaitu ¥ p,q, s € R maka berlaku:
a. Tertutup yaitu, berlakup +q €R, Vp,q €R
b. Asosiatif yaitu, berlaku p + (g +s)=(p+q)+s, Vp,q,s €ER
c. Memiliki Identitas, yaitu terdapat O € R sebagai unsur identitas sehingga
berlakup+0=0+p=p, VpER
d. Memiliki Invers

Untuk setiap p € R terdapat —p € R maka berlaku,

p+(p)=(p)+p=0



e. Komutatif yaitu, berlakup +q =q+p, Vp,q €ER
2. Memiliki sifat (R,") tertutup dan asosiatif yaitu, V p, q, s € R memenuhi,
p-(q@-s)=@-q)-s
3. Memiliki sifat distributif kanan dan kiri, yaitu :
Untuk setiap p,q,s € R memenuhip - (q+s)=p - q+p - s dan
p+@)s=p-s+q-s
Contoh 2.2
1. Himpunan Z yang memiliki operasi penjumlahan (4+) dan perkalian (%)
dinotasikan (Z, +,-) disebut ring karena,
a. (Z,+) merupakan grup komutatif yaitu vV p, q, s € Z berlaku:
1) Tertutup yaitu, berlaku p+q €Z,Vp,q €Z
2) Asosiatif yaitu, berlaku p+ (g +s)=(p+q) +s,Vp,q,s €L
3) Memiliki Identitas, yaitu terdapat O € Z sebagai unsur identitas
sehingga berlakup +0=0+p=p ,VpEZ
4) Memiliki Invers
Terdapat —p € Z sedemikian sehingga berlaku,
p+(p)=(p)+p=0
5) Komutatif yaitu, berlakup +q =q +p,Vp,q € Z
b. Memiliki sifat asosiatif terhadap perkalian, yaitu V¥ p,q,s € Z maka
berlakug-(p-s)=(p-q)-s
c. Memiliki sifat distributif, yaitu V p, q, s € Z berlaku,
p-(q+s)=p-q+p s dan

(p+q)-s=p-s+q-s



Definisi 2.3

Jika ring R dalam operasi perkalian memiliki sifat komutatif yaitu p-q=q-p
dengan p,q € R maka berlaku R merupakan ring komutatif. Apabila ring
R + {0} sehingga memiliki elemen satuan terhadap operasi perkalian maka terdapat
1'-p=p-1=p, Vp€ER, sehingga R merupakan ring dengan elemen satuan
(Adkins & Weintrub, 1992).

Contoh 2.4

Pada himpunan (Z, +,), (Q, +,), (R, +,), (C, +,7), (Zn, +,") disebut ring komutatif
dengan elemen satuan.

Definisi 2.5

Diberikan himpunan S adalah himpunan bagian dari ring R. Himpunan S disebut
subring jika dan hanya jika S adalah ring yang memiliki operasi penjumlahan dan
perkalian dari ring R (Roman, 2007; Grillet, 2007; Wahyuni & dkk, 2016).
Teorema 2.6

Himpunan S dari ring R disebut subring dari R yang dinotasikan (S, +,") jika
memenuhi sifat-sifat berikut ini (Adkins & Weintrub, 1992; Roman, 2007):

1. 0 €S

2. Untuk setiap x,y € S, maka berlakux —y € S

3. Untuk setiap x,y € S, maka berlakux-y € § [ ]

Contoh 2.7

Diberikan himpunan M,,,(R) = {[Z; (Z] |p,q,s,t€E ]R} merupakan suatu ring.

Himpunan S = {[Z 8] |p,q € R} merupakan subring dari R sebab,



0 0

1. S adalah himpunan bagian tak kosong dari M,.,(R) karena ada 0 0

|es.

. 0 0
2. Ambil sebarang x = [p1 ] y = [ql ] €S, karena terdapat
p2 0 g O

P1, P2, 91,92 € R sehingga berlaku,

v=[ ol-la ol

:[P1_CI1 O]ES
p2—qz O

Dikarenakan terdapat p1,p2, 91,9, € R makap; —q; € Rdanp, — g, €R

P1

3. Ambil  sebarang x=[
P2

0
0], y = q O]ES karena terdapat
2

P1, P2, 91,92 € R sehingga berlaku,
P1 0] [ql 0]
N — !
Y [Pz 0] lg2 ©

_|P1 ]
= €S
D2 - ‘h 0

Dikarenakan ada p;,p,,91,92 € R makap; -q; E Rdanp, - q, € R
Definisi 2.8
Diberikan (R, +,") adalah ring danl # @ dengan I c R. Himpunan I merupakan
ideal di R, jika berlaku sifat-sifat berikut ini:
1. (I,+,") adalah subring
2. Memiliki sifat tambahan ideal kiri dan kanan, yaitu Vr € R, x € I, berlaku

r-x€ldanx'r el



Contoh 2.9

1. Diberikan himpunan M,.,(R) = {[p q] |p,q,s,t€ R} adalah suatu ring.

Himpunan I = {[Z 8] |p,q € ]R} merupakan ideal dari R sebab,

a. [ adalah subring yang telah dibuktikan pada Contoh 2.6.
b. Memenuhi sifat ideal kanan dan ideal Kkiri yaitu untuk sebarang

r= [p1 ]ER dan x—[1

8] €l dengan pi,p2,91,51,t1 ER
2

sedemikian sehingga,

. [P1 q1 ]
-Sl tl p2 0
[P1P1 + q1D2 O] . -
= e [ (ideal kiri) dan
[S1p1 +tip2 O ( )
b, ] D1 q1
-Pz 0 S1
_[P1P1 P11 .
M. pqu] ¢ I (bukan ideal kanan)

Jadi, I bukan ideal kanan tetapi I ideal Kiri.
2. Misalkan (R,+,) merupakan ring maka I={p+qV3 ; p,q ER}
merupakan ideal di R sebab,
a. I merupakan subring
1) Ambil sebarang x,y € I, dimanax = p; + ¢;V3 ; p1, g, € Rdan
y = p, + q,V/3 ; p2,q, € R sedemikian sehingga,
x=y=(p1+aqV3)~ (p2 +¢2V3)
= (1 —p) + (@1V3—q23) €1
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2) Ambil sebarang x,y € I, dimanax = p; + ¢;V3 ; p1, g1 € Rdan
y = p, + q,V/3 ; p2,q, € R sedemikian sehingga,
x-y=(p1+av3): (2 +¢:V3)
= (1 p2) + (p1- 02V3) + (V3 p2) + (@1V3 - q2V3) €1
b. Memenuhi sifat ideal kanan dan ideal Kkiri yaitu untuk sebarang

r €R,x€l dengan x= p;+q:V3 ;pi,q. €R sedemikian

sehingga,

rex=r -(p1+q1\/§)

=7r-p, +7-bV3 €1 (ideal kiri) dan
xX'r= (p1+q1\/§)- r
= p, ' r + q;V/3 - r € I (ideal kanan)

Definisi 2.10
Jika I # R dari ring komutatif R yang memiliki sifat p - ¢ € I dan berakibatp € I
atau g € I untuk setiap p,q € R maka disebut ideal prima (Adkins & Weintrub,
1992).
Contoh 2.11
Misalkan pada ring Z. ldeal yang dibangun oleh 7 atau dinotasikan I =<7 >
merupakan ideal prima. Oleh sebab itu, berlaku {ar|r € Z} = {7r|r € Z} =
{...,—14,-7,0,7,14,... } terdapat 2- 7 = 14 € I dengan 2 ¢ [ atau 7 € I.
Definisi 2.12
Diberikan R adalah ring komutatif dan I ideal di R. Sehingga ideal I dikatakan ideal

radikal jika dan hanya jika I =+ yang dinotasikan dengan himpunan
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VI = {x € R |x™ € Iuntuk suatun > 1}. Setiap ideal prima dari ring R
merupakan ideal radikal (Matsumura, 1986; Rajaee, 2011).

Contoh 2.13

Diberikan Z merupakan ring dan 4Z merupakan ideal dari Z, akan ditunjukkan
VAZ = 27. Ambil sebarang {0} € 47 yang merupakan ideal yang dibangun oleh 0.
Sedemikian berlaku+/0 = {0 € Z |0™ € 4Z} = {0}, maka berlaku juga V4Z = 2Z.
Definisi 2.14

Diberikan R adalah ring komutatif dan I ideal di R. Sehingga ideal I dikatakan ideal
maksimal jika I # R dan tidak ada ideal J di R sedemikian sehingga I €] € R
maka berakibat /] = I atau /] = R (Adkins & Weintrub, 1992; Grillet, 2007; Roman,
2007; Wahyuni & dkk, 2016).

Contoh 2.15

Diketahui himpunan bilangan bulat modulo 4 atau dinotasikan Z, merupakan ring.
Himpunan Z, = {0,1,2,3} dan ideal dari Z, yaitu,

0 ={0.klk € Zg} = {0}

1={1.klk € Zg} = {0,1,2,3}

2 ={2.klk € Zs} = {0,2}

3 = {3.k|k € Z¢} = {0,3,2,1}.

Sedemikian sehingga diperoleh {0} < {0,2} < {0,1,2,3} maka ideal maksimal dari

Z, adalah {0,2}.
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B. Modul
Modul atas ring adalah generalisasi atas ruang vektor atas lapang.
Sembarang ruang vektor V atas lapangan F, maka dapat dipandang sebagai modul
atas ring F. Pada bagian ini dijelaskan mengenai definisi dan contoh yang berkaitan
dengan modul. Diberikan M merupakan himpunan dengan dua operasi dan R
adalah ring komutatif dengan elemen satuan yang elemennya berupa skalar maka
disebut R —modul atau modul M atas ring R (Roman, 2007; Wahyuni & dkk, 2016)
Berdasarkan pengertian R —modul atau modul M atas ring R dibedakan
menjadi dua, yaitu modul kiri dan modul kanan. Berikut penjelasan dari definisi
beserta aksioma yang memenuhi modul Kiri dan modul kanan.
Definisi 2.16
Diberikan M merupakan modul Kiri atas ring R, yaitu untuk setiap m,;,m, € M,
1,7, € R, dengan operasi fungsi pemetaan *: R X M — M jika memenuhi
aksioma berikut ini:
1. nx(my+ my) = r*x my+r*m,
2. N+ rn)xm=nr*sm +r*rxm
3. (- 1) xmy = 1y x (1 xmy)
4, 1p*xmy =my
Definisi 2.17
Diberikan M merupakan modul kanan atas ring R, yaitu VY m,;,m, € M dan
r, 1, € R,dengan operasi fungsi pemetaan *: M X R — M jika memenuhi

aksioma berikut ini:
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1. (mi+ my)*r = my*xry+myx*n
2. my*x (L +1n)=my*xr+mg*n,
3. myx(ryr 1) = (Mg *11) %7y

4. ml* 1R:m1

Apabila memenuhi modul kiri dan modul kanan maka disebut sebagai
modul M atas ring R. Lebih lanjut, R —modul atau modul M atas ring R dinotasikan
dengan M : R —modul.

Contoh 2.18

Diberikan himpunan matriks berukuran 3 x 1 atas bilangan real yaitu,

X1
R3 = {[le | x1, %5, %3 € ]R} dan himpunan matriks atas ring R berukuran 3 x 3,
X3

P11 P12 P13
M3x3(R) =4{|P21 D22 P23 ;pij € R; l;] = 1!2I3 .
P31 P22 P33

R3 merupakan modul Kiri atas ring Ms,;(R) sebab,

P11 P12 P13 Xq Y1
1. Untuk sebarang matriks|P21 P22 DP23| € M3,3(R) dan |Xz|, |YV2| € R3
P31 P22 P33 X3 Y3
maka berlaku,
P11 P12 Pi3 X1 +y1
P21 P22 D23|* |[X2+ V2
P31 D22 P33 X3t+Y3
P11 P12 D13 X1 P11 P12 D13 V1
= |P21 P22 DP23|*|X2|+ |P21 P22 P23|*|Y2
P31 P22 P33 X3 P31 P22 P33 V3

2. Untuk sebarang matriks

P11 P12 P13] [911 G912 413 X1
P21 P22 DP23|,|921 922 4923| € M3,3(R) dan [X2| € R3. memenuhi,
P31 P22 P33l 1931 422 433 X3




P11+ q11 P12t q12 P13+ 413 X1]
P21t qz21 P22 422 P23+ Q23| * | X2
P31t 431 P22+ 432 D33+ 33 X3
[P11 P12 P13 X1 d11 912 413] X1
= |P21 P22 P23|*|X2|+ 921 Y22 (23] * [X2
P31 P22 P33 X3 431 422 (33l X3
3. Untuk sebarang matriks
(P11 P12 Pi13] [911 912 913 X1
P21 P22 D23|,|921 922 923| € M3,3(R) dan [X2| € R3. berlaku,
(P31 P22 P33l 1931 422 (33 X3
P11 P12 Pi13] [911 G12 a3 X1]
P21 P22 DP23|:|921 Y922 43| | * |X2
P31 P22 P33]1 14931 922 Q33 X3
(P11 P12 P13 X1 i1 912 {q13]
= |P21 P22 DP23|* | |X2]|*|921 Y22 423
P31 P22 P33 X3 q31 (22 (33l
P11 P12 P13 X1
4. Untuk sebarang matriks [P21 P22 P23| € Ms,3(R) dan |X2]| € R3,
P31 P22 P33 X3

terdapat 1 € M;,5(RR) sehingga berlaku,

X1 X1
1 % [le = [xz]
X3 X3
Jadi terbukti bahwa R3 merupakan modul Kiri atas ring M55 (R) .

. Submodul
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Pada subbab ini akan dikaji mengenai definisi serta contoh yang berkaitan

dengan submodul dan submodul prima.

Definisi 2.19

Diberikan suatu M merupakan R— modul dan N € M dengan N himpunan tak

kosong. N dikatakan submodul dari M apabila memenuhi sifat berikut ini (Adkins

& Weintrub, 1992):
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1. (N, +) grup komutatif
2. Untuk setiapr € R,n€ N berlakur-ne Ndann-r € N
Contoh 2.20
1. Diketahui himpunan bilangan bulat modulo 5 atau dinotasikan Zs merupakan
modul atas ring Z. Submodul dari Zs yaitu,
N, = {0.k|k € Zs} = {0}
N, = {1.k|k € Zs} = {0,1,2,3,4}
2. Diketahui himpunan bilangan bulat modulo 6 atau dinotasikan Z, merupakan
modul atas ring Z. Submodul dari Zg yaitu,
N; = {0.k|k € Z} = {0}
N, = {1.k|k € Z¢} = {0,1,2,3,4,5}
Ny = {2.klk € Zs} = {0,2,4}
N, = {3.k|k € Z¢} = {0,3}

3. Diketahui R— modul R® dan N < R3. Sehingga N submodul di R3, dengan

v= [ iver).

X1 [P
Dikarenakan jika ambil sebarang [yl , lql € N dan r € R maka berlaku,
0l L0

N memenuhi sifat (N, +) grup komutatif yaitu,

b= [g- b o]

dan memenuhi sifat »-n € N dann -r € N vyaitu,

e
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Lemma 2.21

Jika terdapat suatu M merupakan R— modul dimana terdapat N € M dan N bukan

himpunan kosong dikatakan submodul apabila memenuhi sifat berikut ini

(Mardiani, 2016; Roman, 2007):

1. 0eN

2. Untuk setiap x,y € N berlaku x —y € N

3. Untuk setiapr € R, x € N berlakur-x e Ndan x-r €N

Bukti

1. Jelas, karena N = @ yang memiliki elemen-elemen salah satunya elemen
identitas, sedemikian sehingga terbukti himpunan N terdapat elemen identitas

atau dapat ditulis 0 € N.

2. Ambil  sebarang xz[x1 O], yz[yl O]EN, karena terdapat
x, 0 vy, O

X1,%X2,Y1,YV2 € R sehingga berlaku,
o _ [t 0] [ O]
x Y= [XZ O] Vo 0
- [x1 N 0] eN
X, —=Y2 0

3. Ambil sebarang r = [r1
2

[T‘1 0] _[x1 0]
p) 0 X 0

[Tlxl O] €N dan
Tle O

8] € Rdanx = [;Cl 8] € N sedemikian sehingga,

2

r-Xx
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[xl 0]_[r1 O]
x, 0] |, O

X111
X1

X'r

8] EN [
Teorema 2.22
Jika terdapat suatu N;, N, yang masing-masingnya merupakan submodul dari
M : R — modul maka N; N N, adalah submodul (Mardiani, 2016; Roman, 2007).
Bukti
1. Ambil sebarang Ny, N, submodul dari M : R — modul maka terdapat 0 € N,
dan 0 € N,, sehingga diperoleh 0 € N; N N,.
2. Akan ditunjukkan x —y € N; N N,.
Ambil  sebarang x € NN N, dengan x €N;, x €N, dan
y€N; NN, dengany € N; , y € N,. Dikarenakan N; submodul berakibat
x —y € N; dan karena N, submodul berakibat x —y € N, sehingga terbukti
bahwa x —y € N; N N5.
3. Akanditunjukkanr-x € NN Ny danx-r € N; N N,
Ambil sebarang r € R danx € N; N N,, berarti x € N; N1 N, dengan
X €N, , x €N, .Dikarenakan N; submodul berakibat x - r € N; dan karena
N, submodul berakibat - x € N, , x - € N, . Sehingga terbukti bahwa r -
x ENyNN,danx-r e NJNN,.
Namun teorema tersebut tidak berlaku untuk N; U N, dikarenakan
terdapat Z : Z — modul dengan N; = 2Z = {0,+2,+4,+6,...}dan N, = 3Z =

{0, +3,+6, ...} sehingga diperolehn N, U N, = {0,+2,+3,+4,+6, ... } untuk



18

x =2dany =3 maka terdapat x —y = —1€& N; U N, akibatnya diperoleh
x—y & N; danx —y €& N,. Sehingga terbukti bahwa —y &€ N; U N, . ]
Teorema 2.23
Jika terdapat suatu N;, N,, N3 yang masing-masingnya merupakan submodul dari
M : R — modul maka N; + N, + N; adalah submodul (Mardiani, 2016; Roman,
2007).
Bukti
1. Jelas bahwa 0 € N; + N, + N; sebab 0 =0+ 0 4+ Ountuk setiap 0 € N,
0 € N,,dan 0 € Ns.
2. Akan ditunjukkan x —y € N; + N, + N;.
Ambil sebarang x,y € N; + N, + N;. Demikian sehingga diperoleh
xX=ny+n,+n3g EN+ N, + N3, y=n4+ ng+ ng € Ny + N, + N3
dengan ny,ny € Ny, n,,ns € N,, dan ns,ng € N3 Sedemikian sehingga,
x—y=Mm+n,+ n3)— (g + ng+ ng)
=y — ny) +(ny — ns) + (N3 —1ne)
€N; + N, + N,
Jadi, terbukti bahwa x —y € N; + N, + Nj
3. Akanditunjukkanr-x € N; + N, + Ny danx-r € Ny + N, + Nj.
Ambil sebarang r € R dan x € N; + N, + N3, sedemikian sehingga
Xx=mn+ n,+ nz, vn; € N;,n, € N,, dan n; € N;. Sehingga berlaku,
rx=r-(ny+ ny,+ ny)
=rn+r-n,+ r-n;

€ N; + N, + N3 dan
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x'r=m+mn,+ng)r
=nr+nr+ng-r
€N, + N, + N,
Jadi, terbukti bahwa r-x € N; + N, + N; dan x-r € N; + N, + Ns. ]
Definisi 2.24
Diberikan modul M atas ring R dan N submodul dari M. Submodul prima adalah
submodul N yang memenuhi sifat vyaitu, N # M untuk setiap
reERmEeM jika r-m EN maka m e N atau r € (N:M) dimana
(N:M)={reR|r-M < N} (Sirad, 2018; Mirzaei & Nekooei, 2017;
Khusnawati, 2017; Ameri, 2003; Mirzaei & Nekooei, 2016).
Contoh 2.25
1. Submodul {0} dalam Z:\{0}: Z — modul merupakan submodul prima.
Dikarenakan untuk setiap r € Z, m € Zs\{0} dengan rm =0 atau
r € ({0} : Zs\{0}) = 5Z.
2. Misalkan Q@ merupakan himpunan semua bilangan rasional. Himpunan semua

bilangan bulat Z bukan submodul prima di Q dengan pemetaan Q : Z —modul

dikarenakan terdapat %e Q dan 6 € Z sedemikian sehingga 6 % € Z. Namun

hal tersebut tidak selalu 6 - Q € Z. Jika diambil % € Q maka berlaku 6 - % A

3. Pada pemetaan Z : Z —modul, submodul pZ merupakan submodul prima

dengan p merupakan sebarang bilangan prima. Hal ini dikarenakan, jika ambil

sebarangr € Z danm € % dengan r - m € Z maka berlaku r - Z < pZ yang

berarti bahwa (pZ : Z).
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D. Modul Bebas

Pada subbab ini dijelaskan mengenai definisi serta contoh yang berkaitan

dengan modul bebas.

Definisi 2.26

Diberikan modul M atas ring R. Modul M dikatakan modul bebas apabila memiliki

basis yaitu terdapat X € M dengan sifat-sifat sebagai berikut (Roman, 2007;

Mardiani, 2016; Wahyuni & dkk, 2016):

1.

X dikatakan bebas linear yaitu,

Jika Vr,15,... , r, € R dengan elemen berbeda x;,x,, ..., x, €X

memenuhi ryx; + ryx, + ...+ 1%, = 0, maka,
n=rn=...=1mn=0;

X dikatakan merentang atau membangun M dinotasikan M = < X >,

Jika untuk setiap m € M terdapat r4,7,,. .. , 1, € R dengan elemen-elemen

berbeda xq,x,,. .. , x,, € X maka berlaku,

m= 0% .

Contoh 2.27

Diberikan modul R3 atas ring R. Modul R3 merupakan modul bebas sebab R3

memiliki basis yaitu, S = {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1,)}. Dengan demikian berlaku,

1. Sifat bebas linear. Ambil sebarang r;, 1,3 € R berlaku,

1
71 |0 +r2 +r3 []
0
rntnr+nr
r2+r3 []
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Sehingga diperolehr; = r, =13 = 0.

a
2. Sifat merentang. Ambil sebarang Ibl € R3 sehingga diperoleh,
c
1 1 11
™ o + b)) 1]+ 3 1| = b
0 0 11 tcd
r + Iy + 73] ra
TZ + T3 = bJ
T3 1 L

Sehingga diperolehr; = ¢, , =b —c¢, r;, = a — b.
Definisi 2.28
Jika terdapat suatu M = R™ merupakan R —modul bebas dengan pembangun
berhingga maka berlaku M memiliki basis yang berhingga, yaitu {mg, ....,my,}
(Brown, 1993).

Contoh 2.29
X1

Diberikan R™ = I :2\ X1,---,Xn € R ¢ dengan R™ merupakan himpunan semua
xn

kolom berukuran n. Berdasarkan definisi penjumlahan dan perkalian skalar, R™

1 0 0
merupakan R —modul. Diberikan &, = 0 & = 1 R O Maka
0 0 1

diperoleh € = {g, &5, ..., &,} adalah basis di R™. Oleh sebab itu, R™ merupakan

R —modul bebas dengan pembangun berhingga.
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E. Matriks atas Ring Komutatif

Pada sub bab ini dijelaskan mengenai definisi dan Teorema yang berkaitan
dengan matriks atas ring komutatif. Diawali dengan mendefinisikan suatu matriks
yang entri-entrinya adalah elemen atas ring komutatif. Telah diketahui bahwa
apabila R adalah ring komutatif sehingga himpunan matriks berukuran m x n atas
R, dinotasikan M,,.,(R) dengan kata lain matriks atas ring komutatif R (Brown,
1993; Prokip, 2005; Abdurrazaq, Wardayani, & Suroto, 2015).
Definisi 2.30
Diberikan i,j € A yang dinotasikan [A];; dan A € My, (R) dengan baris i pada
A dinotasikan Row; (A4) dan kolom j pada A dinotasikan Col;(A) (Brown, 1993).

all, ey aln
Jika 4 =

] € M,,«,(R) maka diperoleh formula:

A1y - Amn
Row;(4) = (aj1,Qiz,..-,Qp) UNtuki =1,...,m

alj
fl=(ag,.amp)" untukj=1,...,n
amj

Lebih lanjut, diberikan Teorema yang menyatakan fungsi determinan
matriks pada matriks atas ring komutatif. Sebelumnya telah didefinisikan bahwa

fungsi kronecker delta atau yang dinotasikan &;; merupakan suatu fungsi dari dua

variabel dan umumnya bilangan bulat yang didefinisikan sebagai berikut:

1 ;5 i=j o .
5”’_{0 i Untuk setiapi =1,...,mdanj =1,...,n.

Teorema 2.31
Diberikan R merupakan ring komutatif dan A € M,.,(R), sehingga berlaku

(Brown, 1993),
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1 Y, (—DFY ay;det(Ay;) = 6;det(A) untuk setiap j,k =1,...,n dan

2. Y (-DF aydet(Ay) = Sidet(A)) untuk setiap i,k = 1,...,n n
Catatan, fungsi A — a;;det(Ay;) merupakan n —linear di M, (R) sebab sebuah
kombinasi linear pada fungsi n —linear adalah n —linear, sedemikian sehingga D;;
adalah n —linear. Misalkan A € M,,(R) merupakan matriks dengan baris p dan g

sama. Jika k # p,q maka A,; memiliki dua baris yang sama, jadi det(A4;) = 0.

. Integrasi Aljabar dengan Al Quran

Matematika merupakan ilmu mengenai bentuk (abstrak), relasi, dan ukuran.
Matematika juga memiliki ciri khas yang tidak dimiliki oleh ilmu pengetahuan lain
yakni, bahwa matematika adalah abstraksi dari dunia nyata yang menggunakan
bahasa simbol, berpola pikir deduktif, bertumpu pada kesepakatan, konsisten dalam
sistemnya, dan memperhatikan semesta pembicaraan. Misalnya dalam pembuktian
Teorema yang berkaitan pada sebuah Definisi. Kemudian Teorema tersebut
menimbulkan sebuah akibat yang dikenal Lemma ataupun Corollary. Adanya
simbol-simbol tersebut mendorong pesatnya perkembangan formula persamaan
dan memberikan kesempatan luas untuk matematika dapat digunakan oleh berbagai
ilmu dan kehidupan nyata.

Dalam subbab ini akan dipadukan matematika aljabar yang terkait dalam
penelitian ini dengan ayat-ayat Alquran sehingga menjadi sebuah integrasi
keilmuan antara ilmu matematika aljabar dan Islam. Integrasi ini bertujuan untuk
menyatukan kedua ilmu yang berbeda tanpa menghilangkan keunikan dari kedua

ilmu tersebut selain itu menambah rasa syukur, mempertebal keimanan dan
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mengingat kebesaran Allah SWT. Sebagaimana Allah SWT telah berfirman dalam

QS. Az-Dzariyat: 49 yaitu,

- WS

(£9) Op08 38 pealal (e WS oo6b B e
“Dan segala sesuatu kami ciptakan berpasang-pasangan supaya kamu mengingat
kebesaran Allah SWT.”

Berdasarkan QS. Az Dzariyat:49 diatas bahwa Allah SWT menciptakan
segala sesuatu berpasang-pasangan dari dua jenis yaitu, laki-laki dan wanita, bumi
dan langit, matahari dan bulan, siang dan malam, manis dan pahit, sains (salah
satunya matematika) dan Islam. Semuanya dimaksudkan supaya manusia
mengingat dan sadar atas kebesaran Allah SWT.

Dalam penelitian ini tidak terlepas dengan himpunan dan pemetaan.
Misalnya pada konsep pemetaan modul *: R X M — M dimana M merupakan
himpunan tak kosong yang memenuhi aksioma modul dan R merupakan himpunan
tak kosong yang memenuhi aksioma ring. Pemetaan merupakan relasi khusus yang
menghubungkan setiap anggota himpunan di domain dengan tepat satu anggota di
kodomain. Pada konteks kehidupan terdapat dua golongan yakni, manusia dan jin
ada yang beriman, beramal sholeh dan taat kepada Allah SWT ataupun sebaliknya
ada yang fasik, kafir, dan ingkar kepada Allah SWT. Kemudian tempat kedua
golongan tersebut akan berakhir pada dua kemungkinan yakni surga dan neraka.
Surga merupakan tempat untuk golongan yang bertakwa. Sedangkan neraka
merupakan tempat untuk golongan ingkar. Sebagaimana firman Allah SWT dalam
QS. Adz-Dzaariyat:56 yaitu,

() oo ) 2 4T s

]
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“Dan aku tidak menciptakan jin dan manusia melainkan supaya mereka mengabdi
kepada-Ku.”

Berdasarkan QS. Adz-Dzaariyat:56 diatas ditegaskan bahwa Allah SWT
tidaklah menjadikan golongan jin dan manusia melainkan untuk mengenal-Nya dan
agar beribadah kepada-Nya dimana ibadah itu sangat bermanfaat dengan tujuan
pada tempat berakhir mereka nantinya.

Dalam aljabar sering kali yang dibahas mengenai pembuktian Teorema,
Lemma, Proposisi dengan proses pembuktian yang panjang dan teliti. Akan tetapi
dalam proses pembuktian tersebut diperlukan sumber pendukung yang dijamin
akuratnya sebab itu, perlu dilakukannya tabayyun. Dalam bahasa Indonesia
tabayyun merupakan mencari kejelasan, meneliti suatu hal sebelum
mengungkapkannya dengan tujuan mendapatkan hasil simpulan yang bijak, arif,
dan tepat sesuai keadaan. Sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. Al-Hujurat:6

sebagai berikut,

o

a3 G e 15 a8 dgz G iead o 158 1 6 R ek @l
(V) Cnsal

“Hai orang-orang yang beriman, jika datang kepadamu orang fasik membawa
berita maka periksalah dengan teliti agar kamu tidak menimpakan suatu musibah
kepada suatu kaum tanpa mengetahui keadaanya yang menyebabkan kamu
menyesal atas perbuatanmu itu.”

Berdasarkan QS. Al-Hujurat:6 diatas bahwa suatu informasi atau berita
pasti memiliki nilai kebenaran yakni salah atau benar. Sehingga supaya tidak
menghasilkan suatu informasi yang bohong maka harus dibuktikan terlebih dahulu

nilai kebenaran suatu informasi tersebut.



BAB Il
METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini dikategori penelitian deskriptif kualitatif, sebab
mengkaji tahapan suatu Definisi, Teorema serta karakteristik sifat-sifat dari
submodul prima pada modul bebas atas ring komutatif dengan elemen satuan.
Berdasarkan penjelasan (Purwono, 2010), penelitian ini dapat dikategorikan
sebagai kajian pustaka (literature review) yaitu informasi yang berkaitan dengan
masalah penelitian yang diperoleh dari sumber cetak maupun elektronik yang
bertujuan sebagai dasar acuan atau pendukung dalam mengatasi permasalahan
penelitian.

Data yang digunakan dalam penelitian ini diambil dari beberapa referensi
diantaranya buku ilmiah, jurnal, dan referensi lain yang berkaitan dengan ring
komutatif dengan elemen satuan, modul, submodul, submodul prima, modul bebas,
dan matriks atas ring komutatif.

Adapun tahapan-tahapan dan analisis pembahasan dalam penyelesaiannya
sebagai berikut:

1. Melakukan studi pustaka yang berkaitan dengan penelitian meliputi buku,
jurnal dan sumber referensi lain yang mendukung.

2. Menjelaskan definisi serta contoh yang berkaitan dengan sifat-sifat ring
komutatif dengan elemen satuan, submodul, submodul prima, modul, modul

bebas, matriks atas ring komutatif
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. Membuktikan Teorema yang berkaitan dengan sifat submodul prima pada
modul bebas yang memiliki pembangun berhingga

. Membuktikan Teorema, Lemma, Proposisi dari sifat-sifat submodul prima
pada modul bebas yang memiliki pembangun berhingga atas ring komutatif
dengan elemen satuan

. Menarik kesimpulan dari analisis pembahasan



BAB IV

ANALISIS DAN HASIL PEMBAHASAN

Pada bab ini dikaji tentang submodul bebas pada modul bebas atas ring
komutatif dengan elemen satuan yang berupa Teorema, Lemma, Proposisi, dan
Corollary. Pada penelitian ini, telah didefinisikan bahwa submodul prima N pada
M = R™ : R —modul bebas yang memiliki pembangun berhingga dan R adalah ring
komutatif dengan elemen satuan. Misalkan X; = (xj1,...,Xin) € M = R™ untuk
suatu x;; € R dengan 1 < i < mdan 1 < j < n sehingga diperoleh,

X11 X1
Bpxn = [X1 .. Xl =< B ) € M,xn(R).
Xmi " Xmn

Himpunan tak kosong N merupakan submodul dari M yang dibangun oleh
himpunan W = {X; = (xj1,...,x;z) EM: i €Q} dan R=3; ;cqRD;
dimana, D;  ; = det[X;,,...,X; ]. Himpunan B; ;) € Mpx,(R) dinotasikan

sebagai submatriks B dengan kolomnya adalah j,,...,jx € {1,...,n} di B dan
Lemma 4.1
Misalkan M = R™ adalah R —modul bebas dan¥ merupakan pembangun

berhingga dari submodul prima N yang dinotasikan N = < ¥ > maka berlaku

RS (N:M)SVR.
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Bukti

1. Diketahui M = R™ adalah R — modul bebas dan N = < ¥ >. Akan dibuktikan
RS (N:M).
Ambil sebarang detB = det[X;, ...X; | € R. Akan ditunjukkan bahwa
detB = det[X;, ...X; ] € (N: M).
Dikarenakan ‘R merupakan ideal di R maka ¥ = (0,...,0,1,0,...,0) e M

dengan 1 adalah elemen ke—k, 1 <k <ndan B = [X;, ...X; | € Mpn(R)

i1 .
untuk suatu i; € , X;; € ¥, 1 < j < n berlaku,
detB - (¥) = detB - (0,...,0,1,0,...,0)

= (0,...,0,detB,0,...,0)
n
= (0,...,0,2(—1)’”1' Xy det By, 0,...,0)
=1

dengan Bi k merupakan submatriks di B tanpa baris i; dan kolom k.
Mengingat, M = R™ adalah R —modul bebas maka M mempunyai basis.
Misalkan terdapat ¥ = (x;y,...,xi) = (0,...,0,1,0,...,0) sebagai basis di M
sehingga W bersifat bebas linear dan merentang atau membangun maka
Y (=D x; detB;, =0 untuk setiap 1<t<n dengan t# k.
Mengingat N = <W¥ > merupakan pembangun berhingga dari submodul
prima maka untuk setiap detB € R, ¥ € M berlaku,

detB(¥Y) = detB(0,...,0,1,0,...,0)

n
= Z(_l)k+] xi]'k det Bijk (xijl,...xijn) EN
j=1
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Dengan demikian detB € (N: M). Jadi terbukti bahwa R < (N: M) dengan
(N: M) = {detB € R | detB(¥) € N}.

2. Diketahui M = R™ adalah R — modul bebas dan N = < ¥ >. Akan dibuktikan
(N: M) S /R dengan v/R merupakan ideal radikal dari R.
Ambil sebarang x € (N: M). Akan dibuktikan bahwa x € vVR. Dikarenakan
x € (N: M) makaberlaku x € N atau x € M. Mengingat, ¥ adalah pembangun
berhingga dari submodul prima N pada M yang dinotasikan N =< ¥ >
dimana ¥ = (x;4,..., %) = (0,...,0,x,0,...,0) € N dengan x elemen
ke—k,1 <k <ndan M = R" adalah R — modul bebas maka memiliki basis.
Dalam hal ini, ¥ adalah basis di M. Oleh sebab itu, W bersifat bebas linear dan
merentang yang dapat dituliskan sebagai kombinasi linear, yaitu:

(O,...,0,x,0,...,0) = 1 X;, (k)+ ...+rkkal-mk (k)

untuk setiap 7;; € R berlaku X;, (k) € ¥ dan m;, € N. Sedemikian sehingga

berlaku,
x 0 K 0
x™ = det 0 X 0
o 0 - x nxn
T'11Xi1 (1)+ cen +T'1m1Xim1 (1)
= det 2 2

Xy, M+ .+, X (1)

nxn

Dikarenakan pada persamaan tersebut adalah multilinear dan sisi kanan dari
persamaannya berada di elemen R, maka diperoleh x € +/R. Jadi terbukti bahwa

(N:M) € VR. -
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Proposisi 4.2

Diberikan M = R™ merupakan R —modul bebas. Jika N =< X;,..., X;, > untuk
suatu X; € M dengan 1 <i < mdanm < n maka (N: M) = 0.

Bukti

Ambil sebarang x € (N: M). Akan ditunjukkan (N: M) = 0 atau dengan kata lain
x = 0. Dikarenakan x € (N: M) maka berlaku x € N atau x € M. Mengingat
bahwa W adalah pembangun berhingga dari submodul prima N pada M yang
sehingga diperoleh,

N=<Xj1, ..., Xip. > =<¥>, ¥=(x,...,x0) =(0,...,0,x,0,....,00 EN
dengan x elemen ke—k, 1 < k < n dan M adalah modul bebas yang memiliki basis.
Dalam hal ini, ¥ adalah basis di M. Maka ¥ bersifat bebas linear dan merentang.
Misalkan, (0,...0,x,0,...,0) = Xi%, r;X; dengan r; € R,1 < i < m. Sedemikian

sehingga diperoleh,

' N 11Xy + oo X
xt=det| 0 % ¢ = det P
: X1 + - FumXm
o 0 - x nxn nxn

Dikarenakan m < n maka berlaku 7%, r;X; = 0. Sedemikian sehingga x™ = 0 .
Jadi dapat disimpulkan bahwa x = 0, berakibat (N: M) = 0. |
Teorema 4.3

Diberikan (N: M) merupakan submodul prima N pada modul bebas M, maka
(N: M) adalah suatu ideal primadi R .

Bukti

Diketahui N merupakan submodul prima pada modul bebas M. Akan dibuktikan

(N: M) adalah suatu ideal prima dari R. Dalam menunjukkan (N: M) adalah ideal
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prima dari R, maka terlebih dahulu harus ditunjukkan bahwa (N: M) adalah ideal
dari R dan (N: M) adalah ideal prima dari R yaitu,
1. Akan dibuktikan bahwa (N: M) merupakan ideal dari R.
a. Jelas bahwa (N: M) # @.
Ambil sebarang 0 € R sehingga 0- M = {0} < N.
Dikarenakan (N:M) ={r€R|r-M < N} maka 0 € (N: M) dengan
kata lain bahwa (N: M) = @.

b. Akan ditunjukkan untuk sebarang x,y € (N: M), berlaku x —y € (N: M).
Oleh sebab itu, x-M S N dan y-M < N. Mengingat, N adalah
submodul dari M. Demikian sehingga untuk sebarang y € (N: M) terdapat
—y € (N: M) sehingga berlaku (—y)-M = —(y+M) < N. Oleh sebab
itu, x-m+ (—y)-m=(x—y) -m untuk setiap m € M yang berarti
bahwa (x — y) € (N: M).

c. Akan ditunjukkan untuk sebarang x € (N: M) danr € R, xM S N maka
berlaku r-x € (N:M)danx-r € (N: M) .

Dikarenakan N merupakan submodul dari M maka diperoleh r(xM) € N.
Berdasarkan definisi modul maka berlaku r(xM) = (rx)M. Mengingat
bahwa submodul prima N pada modul bebas M yang dinotasikan
(N:M)={r€eR|r-M < N} maka dapat disimpulkan r - x € (N: M).
Berdasarkan pembuktian a,b,c di atas, maka (N: M) merupakan ideal dari R.
2. Akan dibuktikan (N: M) adalah suatu ideal prima dari R.
Ambil sembarang x,y € R dengan x -y € (N: M), akan dibuktikan terdapat

x € (N:M) atauy € (N: M).
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Misalkan x € (N: M). Akan ditunjukkan y € (N: M). Untuk x -y € (N: M)
maka berlaku (x - y) - M € N yang berarti bahwa (x - y) - m € N untuk setiap
m € M. Dikarenakan N adalah submodul prima dari M maka N # M. Untuk
setiap x,y € R, m € M, diperoleh x-m € N sedemikian sehingga m € N
atau x € (N: M). Untuk y-m € N maka m € N atau y € (N: M).
Dikarenakan x ¢ (N: M) akibatnya diperoleh y € (N: M). Sedemikian sehingga
terbukti (N: M) merupakan ideal prima di R. [ ]
Corollary 4.4
Diberikan M = R™ merupakan R —modul bebas. Himpunan ¥ merupakan
pembangun berhingga dari submodul prima N yang dinotasikan N = < ¥ > dan
(N:M) merupakan submodul prima N pada modul bebas M, maka berlaku
(N:M) C VR.
Bukti
Ambil sebarang x € (N: M). Dikarenakan x € (N: M) maka berlaku x € N atau
x € M. Akan ditunjukkan (N:M) € vVR. Mengingat, ¥ adalah pembangun
berhingga dari submodul prima N pada M sehingga diperoleh,
N=<Xj1,...,Xp >=<¥>, ¥=(x,...,xin) = (0,...,0,x,0,....00 EN
dengan x elemen ke—k, 1 < k < n. Dipunyai, N merupakan submodul prima
pada M dan pembuktian Teorema 4.3 maka berlaku (N: M) adalah ideal prima di

R. Berdasarkan Teorema 4.3 dan Lemma 4.1 sedemikian sehingga terbukti bahwa

(N:M) = /(N:M) =R . -
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Proposisi 4.5

Misalkan M = R™ merupakan R —modul bebas dan (N:M) =p dengan p

merupakan ideal prima di R. Sedemikian sehingga,

1. Jikax;; € p untuk setiapi € Q, i < j < n maka berlaku N = p™

2. Jika p adalah ideal maksimal di R dan terdapat i; € Q untuk semua
1 < j < n sedemikian sehingga Xi;j €D, maka berlaku,

Xi,1%iy2 - - Xi,nN + pM = N

Bukti

1. Diketahui p = (N:M). Oleh sebab itu, p™ & N. Misalkan x;; € p untuk
sebarang i € Q, 1 < j < n maka berlaku N < p™. Dikarenakan p™ < N dan
N € p™ berakibat N = p™.

2. Diketahui p merupakan ideal maksimal di R, x; 1x;,5 ... X; n & p Untuk suatu
[; €Q, dan Xi;j ER1<j<n Dikarenakan p dan N bersifat tertutup
sehingga jelas bahwa x; 1x;,5...x; N +pM S N .

Misalkan (x4,...,x,) € N untuk suatu x; € R,1 <i <n. Dikarenakan
X1+ XinR+D =R, X = Xy1 ... X o7k + Y UNtUK suatu 7, € R dan
Yk € p,1 < k < n. Akibatnya diperoleh,

(X Xp) = e V) X100 X n (s, 1).

Hal ini menyebabkan bahwa terdapat x;  ...%; »(ry,...,7,) € N. Mengingat
bahwa p adalah ideal maksimal di R, dan N merupakan submodul prima pada
modul bebas M, dan karena (ry,...,1,,) € N sehingga disimpulkan bahwa,

(X100 %n) € X1 Xiy2 o X o N +PM =N, N S x;1Xi,2...%X, nN +pM. m
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Lemma 4.6

Misalkan M = R™ adalah R — modul bebas dan ideal prima p di R. Diberikan

B

= [Xi1 ... Xin] € Mgxn(R) dan untuk suatu X; € M,1<i<k,k <n.Jika

Tp={X=(x1,...,xn) EM|det,3(i1»---»ik+1) Ep, Vil,...,ik+1 € {1,...,n}}

dimana g = [X X1 ... Xi] € Me41)xn(R) maka berlaku,

1. T, adalah submodul pada M.

2. Jika X = (xq,...,%,) € T, maka det(B(iy,...,ix))X € pM + < B > untuk
semua submatriks B(iy,..., i) € B.

3. Jika setiap determinan submatriks k X k di B barada di p, maka T, = M.

4. Jika terdapat submatriks B = (ji,...,jx) € Mpxx (R) di B sedemikian
sehingga detB(jy,...,jk+1) € p, maka berlaku T, adalah submodul p —prima
di M.

Bukti

1. Ambil sebarang X = (x4,...,%,), Y= ¥1,--,¥n) €T, VXx;,y; €R,

1 <i <n. Untuk menunjukkan T, adalah submodul di M, maka ditunjukkan
terlebih dahulu bahwa T, adalah grup komutatif danr € R, X € T,, memenuhi
r-X € T, yaitu,
a. Akan dibuktikan bahwa T, adalah grup komutatif.
Diketahui T, = {X = (xy,...,x,) € M |detf(iy,...,ik+1) € p, untuk
setiap iy,...,iks1 € {1,...,n}}. Ambil sebarang X = (xy,...,x,) dan
Y =(y1,...,yn) € T, maka berlaku,

X+Y = detﬁx+y(i1, ey ik+1)
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= detPx(iy, ..., lks1) + detPy(iy, ..., lxs1)
= detﬁy(il, ceay ik+1) + detﬁx(il, ) ik+1)

= detﬁY+X(i1l ey ik+1)

=Y+X€T,
Sedemikian sehingga dapat disimpulkan bahwa X +Y =Y +X € T,
berakibat T, adalah grup komutatif.
b. Akan dibuktikan bahwa untuk sebarang r € R dan X € T, memenuhi sifat
r-X e T,
Dikarenakan T, = {X = (xy,...,X,) € M | detf(iy,...,ik+1) € p, untuk
setiap iy,...,ik+1 € {1,...,n}}. Ambil sebarang detfx(iy,...,ix+1) € Tp
dan r € R maka berlaku,
detfr.x(iy,...,ixe1) =7 -detBx(iq, .- )lks1)
dimana B,.x = [X X; ... X)]. Sedemkian sehingga dapat disimpulkan bahwa
r-X € Tp.
Dari pembuktian a dan b, disimpulkan bahwa T, adalah submodul pada M.
2. Misalkan X = (xq,...,x,) € T, dan B = (jy,...,jx) € Myxx (R) adalah
submatriks di B. Asumsikan j; < j, < -+ < ji sebab detB(iy,...,ix41) € P
untuk setiap iq,...,ike1 € {1,...,n} maka terdapat p; € p sedemikian

sehingga diperoleh,

k
xtdetB(jl' o "jk) =Pt + z 1(_1)l+1 xjt detB(t’jl' v 'in—llji+1l e -;jk)
=
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untuk setiap 1 <t <n, t #j; 1<1i<k. Berdasarkan pernyataan tersebut
didapat det(B(jy, ..., jx))(X1,..., %) = Xp + T, Y, untuk suatu X, € p@™
dan¥; = Wi,..., yYin) € M,1 < i < k. Oleh karena itu,
a. yi = (-1)™x;,detB(t,j1,- - jim1rJio1r - Jk), 1 S LS,
t #jiu--Jk
b. yij, = xj; detB(jy,...,jx) dan
c. yij, =0, 1<s<k s#i
Sehingga diperoleh,
& Vit = Dmea (1™ X, Xj;, Aet[B(E, ji,- s Jim1r Jimtr -0 Ji) Imis
1<t<n, t #jj...jk
b. Yij; = =1 (D™ X, x5, det[B(Jy, ..., ji) Imi dan
C. Vij, = Zmea (D™ x; xj det[B(Jase s fic1s Ji—tsewosJi) Imi = 0,
1<s<k, s#I.
Sedemikian sehingga,
Y; = Yhoi (=)™ x5 det[B(jise - ji)lmiXm Karena terdapat Y; € <B >,
1 <i < k, maka disimpulkan det(B(jy,...,jx))(X1,..., X,) € pM+ < B >.
3. Diketahui T, = {X = (xy,...,%,) € M |detB(iy,...,ix+1) € p,untuksetiap
1o, lge1 € {1,...,n}} dimana B = [X X;...Xk] € M41)xn(R) berarti
X € Mdan X € T, sehingga T, S M.

Lebih lanjut, ambil sebarang X = (xy,...,x,) € M. Misalkan untuk setiap

determinan submatriks k X k pada B berada di p maka berlaku,

k
detﬁ(ill"'lik-l-l) = Z._l(_l)l-l-l XU detB( il,...,ij_l, ij+1,...,ik+1)

1
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yang berada di p untuk setiap iy,...,ix4+1 € {1,...,n}. Maka disimpulkan

bahwa X € T, berakibat M < T,,.

Dikarenakan T, € M dan M € T, maka T, = M.

Untuk menunjukkan T, adalah submodul p — prima pada M, maka

ditunjukkan terlebih dahulu bahwa (T,:M) =p dan T, adalah submodul

p — prima pada M yaitu,

a. Akan dibuktikan bahwa (T,,: M) = p .
Diketahui B = (jq,...,Jx) € Myxx (R) yang merupakan submatriks di B,
berlaku detB(j,...,jx) € p. Mengingat (0,...1,...,0) € M dengan 1
adalah komponenke—s , 1 <s <k, s#ji,...,jk -
Berdasarkan pembuktian  (iii) bahwa T, =M maka berlaku,
J=1(0,...1,...,0) € T, sehingga diperoleh detB(s, ji,...,jx) € p dengan
B =[XX,...X,]. Dikarenakan detB(s,ji,.--,jx) = detB(ji,...,jx) €D
telah diketahui maka terjadi kontradiksi dengan pembuktian (iii).
Sedemikian sehingga T, # M berakibat T, & M. Jadi dapat dikatakan
bahwa p < (T, : M) yang berartip € T, atau p € M.
Misalkan x € T, untuk suatu x € R sehingga X = (0,...,x,...,0) € T,
dengan x adalah komponen ke—s, 1<s<n, s#ji,...,jr. Maka
detB(s,ji,---,jir) Ep dimana B =[XX;...Xy]. Oleh Kkarena itu,
detB(s,j1,.--,ji) = x - detB(jy,..., ji) sehingga x € p. Dengan demikian
(T,: M) S p. Dikarenakan berlaku p € (T,: M) dan (T,: M) S p maka

berakibat (T,: M) = p.
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b. Akan dibuktikan T, adalah submodul p — prima pada M.
Diperhatikan r - X =7 (xq,...,x,) € T, untuk suatu X € M dan r € R.
Sedemikian sehingga diperoleh,

detBr.x(iy,...,ik41) =7 -detPx(iy,...,Ilk41) EP

untuk setiap iy,...,ix+1 € {1, ...,n}. Jika detBx(iy,...,ix+1) € p untuk
setiap iq,...,0k+1 €{1, ...,n} maka berlaku X € T,. Tetapi jika
detBx (i1, ..., ixs1) & p untuk setiap iy,...,ix41 €{1, ..., n} makar € p
dimana p = (T,:M). Dengan demikian dapat disimpulkan T, adalah

submodul p — prima pada M. [



BAB V

PENUTUP

A. Simpulan

Berdasarkan uraian dari hasil pembahasan yang telah dipaparkan dapat
disimpulkan bahwa terdapat sifat-sifat submodul prima pada modul bebas atas ring
komutatif dengan elemen satuan yaitu, submodul prima N pada modul bebas M
yang dinotasikan (N: M) merupakan suatu ideal prima di R. Apabila diketahui
bahwa W = (X3,...,X;,) merupakan pembangun berhingga dari submodul prima
N, maka berlaku R € (N: M) < +/R dimana v merupakan ideal radikal di R dan
untuk suatu X; € M dengan 1 <i <m dan m <n maka berlaku (N: M) = 0.
Kemudian, jika (N: M) = p maka berlaku N = p™ dengan x;; € p untuk setiap
ij €Q,i<j<ndanberlakux; 1x;,5...x; N + pM = N untuk Xi;j €D dengan

p adalah ideal maksimal di R.

B. Saran
Penelitian ini mengkaji hanya terbatas submodul prima pada modul bebas
atas ring komutatif dengan elemen satuan. Penelitian selanjutnya disarankan untuk
memperdalam daerah pengembangan submodul atau modul misalnya, struktur
submodul prima pada modul atas daerah dedekind, eksistensi dekomposisi primer

dari submodul pada modul bebas.

40
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